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V。I. 阿 诺 尔 德 的 《党 微分 方程 ?是 用 现代 观点 盖 述 常 徽 分 方 
程 中 的 一 些 基本 问题 。 它 不 同 于 通常 的 常 微分 方程 书籍 . 本 节 的 
主要 精神 是 把 常 微分 方程 理论 中 的 一 些 结果 都 表述 成 不 依赖 于 坐 
标 系 选择 的 形式 ,并 且 多 处 采用 了 拓扑 学 术语 从 而 可 以 推广 到 访 
形 上 去 。 因 此 我 们 认为 ,本 书 是 一 本 较 好 的 参考 书 , 特 诺 成 中 文 出 
版 . 

在 翻译 过 程 中 ,对 已 发 现 的 原 书 中 的 错 鹿 作 了 必 权 修改 ,一 般 
不 男 作 说 朋 ， 

本 书 是 我 们 在 读 节 报告 基础 上 剧 译 的 . 参加 工作 的 还 有 : 金 
均 , 赵 显 华 , 蒋 伟 成 和 肖 福 狂 同 志 ， 最 后 由 沈 家 颈 同 志 人 负 资 整理 和 
校对 ， 

作者 于 1978 年 出 版 了 《 常 微分 方程 的 续 籍 站、 也 值得 读者 注 
意 和 参考 ,本 书 译 稿 经 北京 师范 学 院 都 长 清 同 志 校 订 ， 

由 于 我 们 水 平 有 限 ,译文 中 难免 还 有 不 少 缺 点 和 错误 ,热诚 欢 
迎 批 评 指正 ， 

沈 家 颈 ” 周 宝 店 户 亨 推 


1) V, |. Apaonbn, NononmnrenbHie rnaBl TeOPHE OOPKNHOBEARDL 
ni 中 由 epeauuanpHpx ypaaueaat，1978。 一 一 译 者 注 


序 言 


在 选择 本 书 题材 时 、 我 试图 拒 范围 限制 在 必 不 可 少 的 绝对 必 
要 的 材料 上 。 黄 宁 本 书 的 是 两 个 中 心思 想 及 其 衍生 结果 ， 即 向 量 
场 直 化 定 理 (等 价 于 通常 解 的 存在 ,\ 玲 一 性 和 可 微 性 定理 ) 和 单 参 
数 线 性 变换 群 理论 ( 即 线性 让 治 系统 理论 )， 因 此 ，、 我 武断 地 省 聊 
了 在 常 微分 方程 教材 中 通常 包含 的 苦于 更 专门 的 论题 ， 枫 如 、 初 
等 积分 法 。 关于 导数 不 可 解 方 程 ， 党 和解， 斯 图 访 (Smrm)- 刘 维尔 
《Liouville》 理 论 , 一 阶 偏 微 分 方程 等 。 最 后 两 个 论题 ,我 认为 最 好 
放 在 偏 微 分 方程 或 变 分 法 教程 中 ， 而 其 他 若 王 内 容 则 安排 在 习题 
让 更 为 适当 。 

舅 一 方面 ， 常 微分 方程 在 力学 中 的 应 用 要 化 通常 课程 研究 得 
揭 为 详细 .因而 单 摆 方 程 在 本 节 一 开始 就 出 现 , 而 且 全 书 中 引信 的 
各 种 概念 和 方法 的 功效 ,部 依次 应 用 此 例 进 行 检验 ， 在 这 一 方面 ， 
能 量 守 恒定 律 在 首次 积分 部 分 出 现 ， 小 参数 方法 则 从 关于 参数 微 
分 定理 推出 ,而 具有 周期 系数 的 线性 微分 方程 理论 , 息 然 地 导致 秋 
王 的 研究 (参数 共振 ). 

本 书 对 许多 论题 的 处 理 方 式 ， 与 传统 方式 巡 然 不 同 ， 在 每 一 
论题 中 ，、 我 都 试图 强调 所 考察 现象 的 几何 和 定性 方面 .根据 这 个 
原则 ,本 忆 有 许多 图 ,而 不 包含 任何 特别 复杂 的 公式 ; 另 一 方面 ,还 
引信 了 大 量 基本 概念 ,它们 在 传统 的 坐标 基 方 法 中 很 少 论 及 (例如 
相 空 间 和 和 家 液 。 逃 带 详 形 和 蕊 从 、 向 最 场 和 单 参数 微分 同 胚 群 ). 
邵 果 这 些 概念 可 以 看 作 是 已 知 的 ， 那 么 本 书 就 可 以 大 为 继 减 了 ， 
但 遗 竹 的 是 ,目前 在 分 析 或 几何 课程 由 都 没有 包含 它们 ; 因此 ,我 
不 得 不 对 这 些 概念 作 较 为 详细 的 介绍 ， 并 假定 读者 的 知识 不 超出 
分 析 和 线性 代数 标准 课程 的 范围 。 

《下 赂 ) V，I. 阿 诺 尔 他 


党 用 记 号 


R 实数 集合 ( 群 ， 域 )， 

C 复数 集合 《 群 ， 域 ), 

Z 整数 集合 ( 群 ， 环 )， 

作 ” 空 集 , . 

rxE 下 CY 集合 Y 了 的 子 集 合 下 的 苑 宗 x。 

UY， 外 站 了 集合 区 和 Y 的 并 集 和 交集 . 

XN\Y 了 ,XN\a 在 X 但 不 在 Y 的 元 素 的 集合 , 集合 碱 去 元 于 
EX 

j: 天 一 了 集合 天 鼎 作 集合 了 的 映射 。 

Xx》 把 点 x* 觅 人 人 点 3 

feg 两 有 陕 射 《 先 作用 g) 的 《合成 ) 积 ， 

时 ,YY ,地 存在 ,对 每 一 个 ,推出 ， 

定理 0.0 在 $0.0 唯 一 的 定理 。 

0 ”证 明 结 束 记号 . 

” 可 供 任 意 选 择 的 ( 较 困 难 的 ) 问 题 或 定理 ， 

R* 在 域 R 上 的 = 维 线性 空间 . 

R, 十 R，。 空间 Ri 和 R: 的 直 和 ， 

GELLR2 R" 的 线性 自 同 构 群 . 

在 集合 R" 上 ， 入 们 也 可 以 考虑 另外 一 些 结构 , 例如 ， 仿 射 结 
构 或 欧 几 里 得 结构 , 巷 至 或 者 是 » 条 直线 的 直 积 的 结构 .这 时 , 通 
弟 将 其 全 部 内 容 清 楚 地 写 出 来 ,例如 ，“ 仿 射 空间 R”，“ 欧 儿 里 得 
空间 R”， “坐标 空间 R” 等 等 . 

线性 空间 的 元 素 称 为 向 最。 通常 用 粗 体 文字 (v，《 等 等 ) 表 
示 ， 空间 R* 的 向 最 被 认为 和 4 个 数 的 集合 一 致 。 例如 ， 我 们 写 
Ye 外 个 同 量 总 8s 
的 集合 称 为 在 R” 中 的 基 . 在 欧 儿 里 得 空间 R” 中 的 向 量 v 的 述 


= Yi 由 


《长度 ) 用 [vi 表示 ; 两 向量 v 二 = (v0 vy W 于 (Ww wa) 
€ R" 的 纯 重 积 用 (vy, w) 表示 。 因 此 
yy WW) = wn 二 二 vit y 
EAT EE 
我 们 经 常 处 理 称 为 时 间 的 实 参 数 上 的 函数 . 关于 :的 微分 
(产生 速度 或 变化 率 ) 通 常用 放 在 上 面 的 一 个 小 点 表示 ,例如 ， 
dri 


= Vili* 


相 空 间 和 相 流 和 
直 然 上 的 商量 场 人 下 二 本 下 本 本 本 二 
直 弘 上 的 相 流 PT TT 
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在 非 自治 系统 上 的 应 用 peereeeee 
在 高 阶 方程 生 的 庶 导 -ee 
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$25 重 特征 信 的 情况 ee 172 
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$35 由 向 量 场 决定 的 相 流 ee 262 
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第 一 章 基本 概念 


§1 相 空 间 和 和 相 流 


常 微分 方程 理论 是 数学 科学 的 基本 工具 之 一 .这 一 理论 使 我 
们 能 够 研究 具有 确定 性 、 有 限 维 性 和 可 微 铂 的 各 种 类 型 的 发 展 过 
程 。 在 给 出 严格 的 数学 定义 之 前 ,我 们 先 研究 几 个 实例 . 


Li 发 展 过 程 的 实例 


一 个 过 程 称 为 是 确定 的 。 如 果 它 的 整个 未 来 的 和 整个 过 去 的 
行程 能 由 它 的 现在 的 状态 唯一 决定 。 一 个 过 程 的 所 有 可 能 状态 的 
集合 称 为 它 的 相 空 间 ， 

例如 ,古典 力学 研究 系统 的 运动 ,这 个 运动 的 过 去 与 未 来 由 这 
个 系统 中 所 有 点 的 初始 位 置 各 初始 速度 唯一 确定 .力学 系统 的 相 
空间 出 好 是 这 样 的 集合 ， 它 的 典型 元 素 是 这 一 系统 的 所 有 质点 的 
瞬时 位 置 和 瞬时 速度 的 集合 

在 量子 力学 中 。 质 点 的 运动 不 是 由 确定 的 过 程 所 描述 。 热 伟 
导 是 半 确定 过 程 , 它 的 未来 是 由 它 的 现在 所 确定 ,而 不 是 由 它 的 过 
去 所 确定 . 

一 个 过 程 称 为 是 有 限 维 的 ,如 果 它 的 相 空 何 是 有 限 维 的 , 即 用 
来 描述 它 的 状态 的 参数 的 个 数 是 有 限 的 。 例如 。 由 有 限 个 质点 或 
刚体 所 组 成 的 系统 的 古典 的 《牛顿 ) 运动 、 即 可 归 信 这 一 标题 内 ， 
事实 上 ,+ 个 质点 的 系统 的 相 空 间 的 维 数 正 好 是 6 而 * 个 刚体 
的 系统 的 维 数 为 12*。 我 们 引用 水 力学 研究 的 流体 运动 。 弦 和 噶 
的 振动 以 及 光学 和 声学 中 的 波 传播 ， 作 为 不 能 用 有 限 维 相 空间 来 
描述 的 过 程 的 实例 

一 个 过 程 称 为 是 可 繁 的 ， 如 果 它 的 相 空 间 具 有 可 微 流 形 的 结 


各 i 各 


构 ,而且 它 的 状态 随时 间 的 改变 是 外 可 微 阔 数 来 描述 的 .例如 ,一 
个 力学 系统 的 质点 的 坐标 和 速度 随时 介 以 可 微 方式 改变 ， 但 在 滞 
波 理 论 中 所 研究 的 运动 不 县 有 可 徽 狂 质 . 同 理 , 在 古典 力学 中 系 
统 的 运动 可 以 用 党 微分 方程 来 描述 , 但 在 量子 力学 、 热 传导 理论 、 
水 力学 、 弹 性 力学 、 光 学 ， 声 学 和 激流 理论 中 ， 则 需要 另外 的 工 
其 . 

放 墓 性 衰变 过 程 和 在 营养 充足 的 语 养 基 中 的 细 萝 繁殖 过 程 ， 
提供 了 另外 两 个 确定 的 有 有 限 维 的 可 微 过程 的 实例 ， 在 这 两 种 情形 
中 , 相 空间 都 是 一 维 的 , 即 过 程 的 状态 由 物质 的 此 或 细菌 的 数目 所 
确定 ,而 且 在 这 两 种 情形 ,过 程 都 由 骨 微 分 方程 描述 .、 

应 该 注意 、 过 程 移 微 分 方程 形式 和 我 们 首先 处 理 确定 的 有 限 
维 的 可 签 过 程 这 一 事实 :只 能 由 实验 来 确定 ,因而 只 能 其 有 某 种 程 
度 的 精确 性 . 但是， 以 后 这 种 情况 将 不 一 一 着 重 指 出 ， 相 及 ， 我 
们 将 谈 及 实际 过 程 就 好 像 它 们 真实 地 符合 我 们 理 想 化 的 数学 模 
型 ， 


1.2 想 流 

刚才 所 介绍 的 一 般 原 则 的 精确 陈述 。 需 要 更 抽象 的 相 空 间 和 
根 流 的 概念 ， 为 了 熟悉 这 些 概念 ,我 们 研究 由 N.，N. 康 斯 坦 丁 诺 
夫 提 出 的 实例 ， 这 里 引进 相 空 间 的 简单 办 法 ， 使 我 们 解决 了 困难 
问题. 

问题 1 从 4 城 到 妃 城 有 讽 条 不 相交 的 路 (图 1)。 假设 已 知 


县 1 马车 的 初始 位 置 


用 长 度 小 于 2 的 绳子 相连 接 的 两 辆 汽车 从 4 城 沿 着 不 同 的 道路 
开 到 也 城 而 不 会 弄 断 绳子 。 有 两 辆 半径 为 1 的 罚 形 马车 ,它们 的 
中 心 分 咒语 着 两 条 路 向 丰 及 方向 殉 动 ， 试 间 它 们 能 否 彼 此 通过 页 


二 旦 虽 


不 相 碰 接 ? 


图 2 一 对 车 辆 的 相 空 条 


解 ” 研究 正方 形 

Mr 11} (图 2 两 车 辆 的 
位 置 (一 辆 在 第 一 条 道路 上 , 另 一 辆 在 第 二 条 道路 上 ) 能 用 正方 形 
M 上 的 点 来 表示 , 为 响 我 们 只 需 用 x 表示 车 辆 河 着 第 i 条 道路 以 
4 到 的 有 虹 离 的 一 段 ,也 就 是 从 4 到 车 辆 间 的 虹 离 。 明 显 地 ,这 对 
车 辆 的 每 一 可 能 位 置 均 有 正方 形 计 上 一 点 与 之 对 应 。 正方形 称 
为 相 空 间 ， 而 它 上 面 的 点 称 为 相 点 . 

这 样 一 来 ;上 每 一 相 点 对 应 着 这 对 夺 轿 的 一 个 确定 位 置 (暂时 不 
管 它们 的 巡 结 情况 ), 车 辆 的 每 一 和 运动 均 可 由 相 空间 的 一 个 相 点 的 
运动 来 表示 . 例如 , 在 4 城 的 汽车 的 初始 位 置 对 应 荐 正方 形 的 左 
下 衣 (x 二 一 0， 汽 计 愉 4 到 如 的 运动 用 引 向 正方 形 对 萄 ( 右 
上 和 角 ) 的 曲线 来 表示 。 同 样 , 马 车 的 初始 位 置 对 应 于 正方 形 的 右 下 
和 角 {x 一 1， 入 一 0)， 马 车 的 运动 由 引 向 正方 形 对 角 ( 左 上 和 胃 ) 的 
曲线 玉 表 示 ， 但 是 正方 形 中 连接 不 同 对 衣 和 的 每 一 对 曲线 必 相 交 . 
因此 ,不 管 马车 怎样 移动 ,总 归 有 一 个 时 刻 到 来 ,在 这 一 时 刻 ,这 对 
马车 所 出 更 的 位 置 刚好 是 那 对 汽车 在 车 时 刻 所 出 现 的 位 置 。 在 这 
一 时 刻 , 丙 马车 的 中 心 之 凯 的 下 离 将 小 于 2 因此 马车 不 能 彼此 互 
相 驶 过 . 

虽然 ,在 上 例 中 微分 方程 没有 起 作用 ,可 是 它 所 包含 的 内 容 却 
与 我 们 以 后 所 关 心 的 内 容 十 分 相似 。 过 程 的 状态 用 适当 的 相 空间 
的 点 来 描述 常常 被 证 明 是 特别 有 效 的 , 

我 们 回 到 过 程 的 确定 性 、 有 限 维 性 和 可 微 性 的 各 念 。 消 定 过 
程 的 数学 模型 是 相 流 。 它 可 用 下 询 直 观 的 术语 来 描述 ， 设 计 是 相 


二 了 = 


空间 而 x € M 是 过 程 的 初始 状态 ， 又 设 g'x 表示 初始 状态 为 z+ 
的 过 程 在 时 大 xz 的 状态 。 对 于 每 一 实数 上 它 确 定 棚 空间 好 到 它 筷 
房 的 一 个 映射 

g:M—M. 
此 映射 g' 称 为 :推进 观 射 , 它 将 每 一 状态 *e M 马 人 新 的 状态 
gx€E MM。 例 如， 由 是 恒 等 映射 它 将 的 每 一 点 留 在 它 原 玉 的 位 
置 , 和 而且 

"gg, 
因为 x 经 过 时 间 = 后 进 人 状态 y 一 gr 《图 3)，? 经 过 时 间 :后 

Ye 


图 3 时 闻 变 动 时 过 程 状 厅 的 改变 


进 人 的 状态 = 一 g'y 与 x 经 过 时 间 : 十 :后进 人 的 状态 z 一 中 
是 相同 的 ， 

假定 我 们 固定 一 个 相 点 ze M , 即 固定 过 程 的 一 个 初始 状态 . 
在 时 间 变 动 时 ,此 过 程 的 状态 将 政变 ,而 点 * 在 相 空 间 导 中 描 出 一 
条 祖 曲 线 {gx，:& 我 }， 由 于 每 个 想 点 滞 着 它 自己 的 相 曲线 运 
动因 此 : 推进 喘 射 族 g’; M 一 正好 构成 相 流 ， 

现在 我 们 转 入 严格 的 数学 定义 。 在 每 种 情形 MM 都 是 一 个 任意 
集合 . 
定 尽 ”一 个 由 所 有 实数 组 成 的 集合 (1 ER) 所 标记 的 , 由 集 
合 M 到 它 自身 的 映射 族 {g'} 称 为 M 的 单 参 数 变换 群 ， 如 果 对 于 
所 有 的 oz 于 满足 

gr gg (1) 
而 且 部 是 恒 等 陕 射 ( 它 使 每 点 固定 ). 

向 寿 半 证明 单 参 数 变换 群 是 交换 群 , 旦 每 个 映射 a': 对 一 ”> 对 是 一 对 
一 的 。 
定义 ”由 集合 MM 和 由 MM 变 到 它 自 身 的 单 参数 变换 群 {g 所 
组 成 的 偶 (M，{g:]}) 称 为 相 流 。 集合 M 称 为 相 流 的 相 空 间 * 而 它 


由 旨 时 


的 元 素 称 为 相 点 . 
定义 设 xé M 是 任何 相 点 ,考虑 实 直 线 到 相 空间 的 揣 身 
vp:R>M, p(t) ~ gx (2) 
(图 分 , 则 映射 (2) 称 为 相 流 《M , {8'}) 作用 下 点 * 的 运动. 


,人 


图 4 在 相 空 间 邓 中 相 点 的 适 动 图 5 相 曲 看 
定义 在 映射 (2) 下 上 的 像 称 为 相 流 〔M ，{g 人 }) 的 要 曲线 ， 
因此 根 曲 线 是 相 空 间 的 子 集 (图 5). 


问题 3 证 明 经 过 相 空 间 的 每 一 点 有 且 公 有 一 条 相 曲 线 。 

定义 ”所 谓 相 流 (M ,{g'}) 的 平衡 位 置 或 静止 点 xE if 指 
的 是 一 个 相 点 ,而 这 个 要点 本 身 久 是 一 条 相 曲 线 : 

gr YiéR. 

扩张 相 空 间 和 积分 曲线 的 概念 是 与 且 射 9 的 图 形 相 联 系 的 。 
首先 我 们 想到 给 定 的 负 个 集合 4 和 妃 的 直 积 4 X B 定义 为 所 有 
有 了 序 偶 (a, 5) 的 集合 ,其 中 ec 4,，&EB. 而 映射 关 4 一 下 的 
图 形 定义 为 直 积 4 X B 的 子 集 ， 此 子 集 由 所 有 点 (sf(o)) 组 
或 ,其 中 ae 


Pi/ 
# n 
图 6 扩张 相 空 间 中 的 积分 曲线 


相 空 间 对 的 直 积 民 x 村 。 运动 (2) 的 图 形 称 为 相 流 CM ,{g'}? 的 
积分 曲线 (图 6). 

问题 # 证 明 经 过 扩张 相 空间 的 每 一 点 有 且 仅 有 一 条 积分 曲 级 ， 

问题 5 证 明 当 且 仅 当 * 是 平衡 位 置 时 ,水 平 直线 只 xx*，x*e 1 是 一 条 
积分 曲线 . 

问题 证 明 扩张 相 空 间 锐 着 时 间 轴 的 移动 变换 

SARxXM——y {RM}, Bt, FA) = (f+ 1 *#} 

将 积分 曲线 变 为 积分 曲线 ， 


13 微分 同 还 
上 述 诸 定义 构成 了 确定 过 程 的 兢 念 ， 相 应 地 建立 有 限 维 和 可 


单 参数 微分 现 胚 群 . 

现在 我 们 来 弄 清 楚 这 些 术 语 。 徽 分 流 形 的 例子 有 欧 几 里 得 
《Euclid》 空间 和 欧 儿 里 得 空间 的 开 集 . 圆 、 球 、 环 面 等 等 ， 它 的 一 
般 定义 将 在 第 五 章 给 出 ， 暂 时 可 以 认为 我 们 谈 及 的 是 欧 几 里 得 空 
间 的 一 个 ( 开 ) 区 域 . 

所 谓 定义 在 具有 坐标 +,,'…*, x+。 的 5 维 欧 几 里 得 空间 RR" 的 
区 域 7 上 的 可 繁 阔 数 f: UU 一 良 ， 我 们 是 指 * 次 连续 可 微 函 数 
并 xz os 此 处 1 近 了 < 扫 o. 在 大 多 数 情 形 中 ， 我 们 对 ”的 
精确 值 是 不 感 兴趣 的 ,因此 将 不 指明 , 如 果 需 要 的 话 , 我 们 将 指明 
“次 可 微 " 或 函数 类 Cr" 

所 谓 坐 标 为 “的 上 维 欧 玫 里 得 空间 R" 的 区 域 忆 到 
坐标 为 六 -yw 的 刀 维 欧 几 里 得 空间 BR” 的 区 域 广 的 可 微 鼎 射 
jf:U -下 , 是 指 由 可 微 函 数 yi 一 f(x，。'"*', zz》 所 给 定 的 一 个 院 
射 ， 这 意味 着 : 如 果 yy: FPF 一 民 是 FF 中 的 坐标 , 则 yo 六 U 一 民 R 
是 噩 中 的 可 微 函数 (1 委 < 委 mw)， 

所 调 微 分 同 肚 f:5 一 了 ,我 们 指 的 是 一 个 一 对 一 的 映射 ,使 得 

了 与 六!:V ~*U 二 者 都 是 可 微 映 射 。 


bb [下 bb 


问题 1 ”下 列 函 数 中 电 一 些 是 指定 为 由 和 直线 到 真 线 上 的 微分 同 征 f;RR-* 

民 . 
Kx) = 2 2 

问 芭 2 证 明 : 若 天 2 一 7 是 微分 同 胚 , 则 以 区 域 忆 和 为 子 集 的 欧 几 
里 得 空间 具有 相同 的 维 数 . 

提示 ”应 用 踢 函 教 定理 。 

定义 ”所 谓 流 形 好 《 它 可 以 认为 是 欧 几 里 得 空间 内 的 一 个 区 
和 

gE:RxX Mo— M, gliyr) = giz, IER, xEM 

满足 

1) g 是 可 微 映射 ; 

2) 对 每 个 1 ER, 映射 中 :1 一 M 是 微分 同 胚 ; 

3) 族 {g', :ERR} 是 好 的 单 参 数 变换 群 . 

和 例 1 M=R, ex=xr+ enveRY. 

注 性 质 2) 是 性 质 1 和 3) 的 结果 (为 什么 ? )。 


1.4 向量 场 


设 (M ,{g])》 是 相 流 , 它 由 欧 几 里 得 空间 的 流 形 M 上 的 一 个 
单 参 数 微 分 同 胚 群 所 给 定 . 
定义 ”所谓 相 流 g' 在 点 *e M 《图 7) 的 相 速 度 v(x) 是 指 表 


ZZ 


~ 


图 7 相 束 席 向 量 
示 相 点 运动 速度 的 向 量 , 即 
< | gx = yx). (3) 


of rey 


(3) 的 左边 常用 * 表示 ， 注 意 这 个 导数 是 有 定义 的 ,由 为 运动 是 欧 
儿 里 特 空 间 内 一 个 区 域 的 可 微 了 映射. 
向 题 1 证 明 


da or 
dr te Ex ™a *), 


即 在 每 一 本 时 ,表示 想 点 运动 速度 的 向 量 等 于 表示 在 给 定时 记 运 动 点 在 相 们 
交 遍 占据 的 那 一 点 的 相 速 寞 的 向 量 . 

提示 ” 见 公 式 (1); 解 在 $3.2 中 给 出 ， 

若 x ，。*…* ,xs 是 我 们 玖 虑 的 欧 几 里 得 空间 的 谷 标 。 因 由 xi: 
M 一 R, 则 速度 向 量 w(x) 由 #* 个 明 数 sw:M 一 R,i=1,2,**……， 
# 所 指定 ,这 ”个 函数 v; 称 为 速度 向 量 的 分 是 : 


vitx) 人 工 | ritp'x). 
dr | i 


问题 2 证 明 : 若 单 参数 群 


sg: RxM—yM 
是 全 类 的 , 则 ss 是 0 类 的 钵 数 , 
定义 ” 设 对 是 具有 尝 标 x xolxri: M > RR) 的 欧 几 里 得 
空间 内 的 一 个 区 域 , 又 人 慨 定 每 一 点 * EM 都 伴随 有 一 个 从 = 点 出 
发 的 问 量 Y(*)。 这 就 在 半 上 定 义 了 一 个 向 量 场 ,在 * 坐标 系 中 
此 问 盟 场 由 # 个 可 微 函数 
:MR 
所 指定 . 
这 样 一 来 ， 相 速度 向 量 的 集合 在 相 空 间 村 上 形成 了 一 个 向 最 
场 , 即 相 速 度 场 ¥ {图 8). 
向 题 3 证 明 : 车 * 是 相 流 的 静止 点 ; 则 x) = 0 


在 给 定 的 向 量 场 中 。 向 量 等 于 零 的 点 称 为 该 向量 场 的 奇 点 "， 
因此 相 流 的 平衡 位 置 是 相 速 度 场 的 奇 点 ， 其 逆 也 真 , 但 证 明 却 并 
不 那么 容易 . 


1.5 常 微 分 方程 理论 的 基本 问题 


常 微分 方程 理论 的 基本 问题 在 于 研究 1) 流 形 M 上 单 参数 微 
分 局 胚 群 {8 中 , 7) 在 M 上 的 启 量 场 , 3) 研 究 1) 与 2) 之 闻 的 关系 ， 
我 们 已 经 着 到 ; 根据 公式 (3) 群 {81} 定义 了 一 个 MM 上 的 向 量 场 ， 
即 相 速度 的 场 .反之 ,可 以 证 明 向 量 场 唯一 地 决定 相 流 ( 在 下 
面 给 定 的 某 种 条 件 下 ). 

简 而 言 之 ， 我 们 可 以 说 相 速 度 的 向 县 场 给 出 了 一 个 过 程 发 展 
的 局 部 规律 ， 而 常 微分 方程 理论 的 任务 是 从 对 这 一 过 程 发 展 的 局 
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部 规律 的 认识 来 重新 构造 这 个 过 程 的 过 去 和 预知 其 未 来 ， 


16 向 重 场 的 例子 
例 ! 由 实验 得 知 在 任何 给 定 的 时 刻 ， 放射 柏 吉 变 的 速率 与 


和 


(图 9), 而 所 指出 的 实验 事实 意味 着 

二 一 YOY) 一 一 上 rr， 此 守 0， C4) 
即 在 半 和 直线 上 的 向 量 场 了 指向 0 而 且 宰 速度 向 量 的 大 小 与 * 成 比 
例 . 


图 9 放射 性 衰变 的 相 空 间 
全 2 的 人 作 各 


1) 注意 在 奇 点 * 场 的 分 是 设 育 奇 汉人 性 而且 在 事实 上 耳 连 皖 可 禾 的 。 术语 =“ 奇 点 * 
来 源 于 下 列 事实 ， 奇 点 附近 场 的 向 量 的 方向 的 改变 一 起 是 不 违 缤 的 ， 


mn 9 时 


x > 0 但 向 量 场 与 前 面 的 例题 差 一 符号 : 
区 0 C5) 
注意 方程 (5) 对 应 于 增长 ;其 增加 景 与 现 有 个 体 数量 成 比 司 。 
例 3 人 们 可 以 设想 一 种 情形 ， 在 这 种 情形 下 增加 量 与 更 有 


#— kl, Vx) 一 hr? (6) 

《这 种 情形 在 物理 化 学 中 比 在 生物 中 更 容易 过 见 )。 以 后 我 们 将 看 
到 过 速 增长 规律 C6) 的 灾难 姓 的 结果 ， 
利 上 (Galileo) 实验 定律 来 描述 的 ， 此 定律 断言 加 速度 是 常数 ， 
此 处 相 空 间 计 基 平 面 (Cx, x2) 其 中 XL 是 高 度 而 | 是 速度 ， 同时 
项 利 略 定律 可 以 像 公式 (3 一 样 表示 , 即 

pp (7) 
《一 g 是 重力 加 速度 )。 对 应 的 相 速 度 的 向 量 场 有 分 量 ww 一 元， 
2 一 一 上 《图 107。 


| 


来 描述 , 于 处 x 是 偏离 垂直 线 的 角度 ,xs* 是 角速度 , 而 好 是 坐标 原 
点 的 一 个 邻 域 ， 根据 力学 定律 ,加 速度 与 偏离 角 成 比例 .因此 

i 的 2 一 一 (8) 
此 处 /是 单 摆 的 长 度 而 g 是 重力 加 速度 。 换 名 话说 , 相 速 度 的 向 
车 场 具有 分 量 v 一 x3， v3 一 一 tx， 原点 是 这 向 量 场 的 奇 点 (图 
11)., 


" 0 ， 


律 | 


一 一 下 sim la C9) 


图 11 单 摆 的 小 振动 图 12 单 提 的 相 速 度 志 
在 具有 坐标 x,, x; 的 相 平 面 内 对 应 的 向 最 场 刚好 是 


DE Xs Pi A sin x 
(图 12) 且 有 奇 点 x 一 mx，x; 一 0，。 注意 把 单 提 的 相 空间 看 作 
是 柱 面 (xumod2x, x;) 而 不 看 作 是 平面 (xx 是 很 自然 的 ， 因 为 
第 度 习 改变 2 不 改变 单 摆 的 状态 。 对 应 于 (9) 的 向 量 场 世 可 认 
为 定义 在 柱 画 上 (图 13). 


图 13 ” 单 插 柱 面 的 相 空间 
问题 1 机 出 例 1~ 傍 3 的 积分 曲线 和 例 4 与 例 5 的 相 曲 线 ， 


$2 直线 上 的 向 量 场 


现在 我 们 指出 积分 运算 (借助 于 微 积分 基本 定理 ) 是 怎样 允许 


。 11 。 


人 们 求解 出 直线 上 的 向 量 场 所 确定 的 微分 方程 .我 们 从 引进 某 些 
以 后 要 重复 用 到 的 定 郊 开始， 
2.1 微分 方程 的 解 
设 U 是 # 维 欧 几 里 得 空间 的 一 个 ( 开 ) 区 域 ,YY 其 如 中 的 向 量 
Ee vex), rEU, (1) 
区 域 U 称 为 方程 (1) 的 术 空 间 ， 


ek ee gy, 
2 加 
图 14 微分 方程 之 一 Wx) 满足 初始 葵 件 PC) = x 的 解 


定义 ”所 谓 微 分 方程 (1) 的 解 指 的 是 实 上 轴 的 区 间 1 一 全 
了 ,es 一 < 外 【多 许 aa 一 一 oo, 一 十 ce) 到 根室 间 的 可 微 肌 
射 Pi—U, 使 得 
gp) (plr)) 


tf his 
对 所 有 rr 了 都 成 立 . 

搞 句 话说 , 当 * 变动 时 , 点 gf 必须 在 已 中 按 下 列 方式 运动 ， 
在 每 一 朋 时 * 运动 的 速度 等 于 向 量 场 在 给 定 瞬 时 运动 点 毛 点 据 
的 点 zx 一 个 (r) 的 向 量 YCx)。 在 映射 pe 下 ， 了 I 的 像 称 为 微分 方 
程 (1) 的 相 曲 线 . 

定义 ”假设 徽 分 方程 (1) 的 解 pg: 一 上 在 点 py fa < 扫 和 < 

1) 有 时 候 , 往 分 方程 被 说 成 是 包含 未知 函数 和 它们 的 导致 的 片 程 。 这 种 说 法 是 不 
对 的 ， 例 如 ;方程 
= xrCD) 
就 不 是 微分 方程 ， 
». 2 。 


2 的 值 等 于 mm%， 央 假设 相 曲 线 在 证 时 经 过 点 mm 则 里 称 为 注 足 初 
给 条 件 
Pi = to wp ER, rE 了。 (2) 

例 1 若 因 是 向 量 场 的 奇 点 , 因此 ws 一 0, 则 pp 一 xz。 是 
方程 (1) 满足 初始 条 传 《2) 的 解 ， 这 样 的 解 称 为 平衡 位 置 或 驻 定 
解 , 而 且 点 x 也 是 祖 曲 线 . 

内 向 量 场 的 知识 出 发 ， 要 求 得 微分 方程 置式 解 通常 是 不 可 能 
的 ， 能 够 求 出 显 式 解 的 基本 情形 是 n 一 1， 即 在 直线 上 向 量 场 的 
情形 .现在 我 们 来 研究 这 种 情形 ， 


2.2 积分 曲线 


定义 丰 积 民 x U 称 为 方程 (1) 的 扩张 相 空 词 ,方程 (1) 的 
任何 解 的 图 形 称 为 《17 的 积分 曲线 . 

不 所 研究 的 情形 (x 一 1, 扩张 帮 空 间 是 在 上 轴 和 > 轴 的 直 积 
中 的 带 形 良 x 0 (图 15). 

假设 经 过 扩张 租 空间 的 每 一 点 (+, *)， 我 们 部 一 条 与 正 + 轴 
的 倾角 有 正切 vw) 的 直线 , 则 所 得 的 直线 族 称 为 伴随 于 方程 (1) 
的 方向 场 或 简称 为 方向 场 

每 一 条 积分 曲线 在 曲线 的 等 一 点 处 均 与 方向 场 wY 相 切 。 反 
之 ， 等 一 条 曲线 姐 果 在 此 曲线 上 的 每 一 点 均 与 给 定点 的 方 占 场 Y 
相 转 , 则 此 曲线 必 是 积分 曲线 5 证 明 它 1). 

过 


图 13 在 护 张 想 空 间 中 的 向 晤 场 (a) 和 积分 曲线 (b) 
方程 (1) 的 解 满足 初始 条 件 (22) 当 且 仅 当 对 应 的 积分 曲线 通过 


- j= 


点 (10, Xo). 这 样 , 求 方程 (1) 满 中 条 件 Q2) 的 解 等 价 于 过 点 (10， Xo 
画 一 条 每 一 成 均 与 方向 场 * 相 切 的 曲线 . 

注意 沿 给 定 的 水 平 直 线 x 一 const， 积 分 曲线 的 斜率 处 处 相 
网， 

问题 1 设 * 一 arctan: 是 方程 (1) 的 解 。 证 明 * 二 arctanCt + 1) 也 是 

解 . 

提示 解答 在 10.1 中 给 出 ， 
2.3 定理 

设 :0 一 民 是 宝 义 在 实 由 区间 

也 一 {zrERia<x< 一 有 一 o 扫 < 让 扫 十 扣 

二 的 可 徽 隙 数 , 则 

1》 对 于 年 何 点 we Rx 6 UU 存在 方程 《1) 满足 初始 条 件 
(2) 的 解 9; 

2) 方程 (1 满足 初始 条 件 (22 的 任 全 两 个 解 中 13 3 在 点 上 一 而 


和 中 


ro 着 ws 
fo 上 vCE) 若 wt 0) 3 0 (3) 


pte) 一 x 若 vix0) 一 0. 
注 因 v(6 是 已 知 函 数 , 公 式 {3) 使 我 们 能 够 应 用 积分 求 出 
多 的 反 晤 数 21 一 (x)，。 q(t 一 x)、 然后 我 们 可 以 利用 隐 消 
数 定 理 求 得 ,这样 ,公式 (3) 导 致 方程 (1) 满 足 人 条 性 (2) 的 解 ， 


图 16 解 旬 和 大 的 反 函 数 二 
24 定理 2.3 的 初步 证 明 
aj 车 vfxo) 一 0, 令 9O 三 1， 则 Pp 是 (1) 和 (2) 的 解 且 满 
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足 条 伯 (3). 

b)》 设 fro) 和 关 0, 又 设 多 是 (1) 和 (人 2) 的 解 . 则 由 隐 函 数 定理 
知 , 函 数 儿 的 反 函 束 bz 一 册 (z)， 峡 fzo 一 0) 在 点 知 的 充分 小 
令 咸 内 有 定义 (图 16) 且 

2 1 
dr lr ve) 
由 于 V(x0) 关 0， 画 数 1/v(8) 在 点 二 46 的 充分 小 健 域 内 过 
续 , 因 此 由 微 积 分 基本 定 还 知 
党 AE 


Pp) 一 br) 一 上 7C5 


在 点 * 一 的 充分 小 邻 城 内 唯一 地 确定 必 。 函数 风 的 反 毅 数 中 
在 点 上 一 各 的 某 一 吉 域 内 根据 条 件 中 oo) 一 加 也 被 唯一 地 确定 ， 
(因为 17wCro 过 0， 所 以 隆 函 数 定理 可 以 应用 )、 这 样 ,在 点 1 
1 的 充分 小 的 邻 域内 方程 1) 服从 条 忻 (2) 的 任何 解 满 足 (3), 从 而 
唯一 性 的 断言 2) 得 到 了 证 期 . 
<) 我 们 还 需 检 验 史 的 皮 函 数 中 是 417 和 {2) 的 解 . 但 
2 
ar A | (5) | Wp), 
p(te) = Xo 


因此 定理 得 “证”. 
问题 1 找 册 证 本 中 的 高 酒 ， 


2.5 唯一 性 失效 


设 一 + 加 于， X00 一 0 (图 17)。 划 容易 着 到 解 从 
和 py 一 《1/13 六 都 满足 方程 (1) 和 条 和 件 (2). 当然 , 函数 是 不 可 
徽 的 ， 因 此 这 个 倒是 与 以 上 氢 述 的 定 现 并 不 矛盾 ， 可 是 刚才 所 给 
的 证 骨 中 没有 用 到 的 可 微 性 ,即使 在 函数 w 仅 是 连续 的 情形 ,证 
朋 也 能 通过 .因此 所 冀 的 证 有 明 不 能 蚌 正 确 的 。 事实 上 , 唯一 性 的 
断言 2) 只 在 wtxo) 关上 情形 得 到 还 明 , 而 且 我 们 着 到 如 果 场 ¥ 仪 
是 过 谈 的 (而 不 可 微 ), 则 满足 初始 条 忻 (ta 一 x。 的 解 的 唯一 性 
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区 
AAA FF 
P/N HA 
Ee dd 


a a 
AAAUAAAAATAAAAAAA 
AAA 
EE 
图 17 不 唯一 性 的 例题 

可 能 完全 失效 , 此 处 六 是 育 点 《v(xo) 0。 可 是 即使 在 这 种 悄 

形 , 仍 可 以 证 明 Y 的 可 徽 性 保证 了 唯一 性 . 

26 例 

设 vt 一 kx, U 一 R (图 18)， 应 用 (3) 解 服从 条 件 (2) 的 


图 18 性 程 + 王 kx 的 积分 曲线 
形式 为 (1) 的 微分 方程 
党 克 天 0， (C4) 
我 们 得 到 
fC 人 要 一 工 咽 2 


此 处 史 是 满足 条 人 性 pC) 一 加 二 0 的 解 。 因此 对 于 和 的 一 个 充 
分 小 邻 域 内 的 一 切 # 
pA roct ete, (5) 


注意 (5) 的 右 端 在 整个 + 轴 上 有 定义 ,而 且 表 示 一 个 满足 初始 
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条 忻 p(1) 二 x0 和 对 于 一 著 : 汪 足 微分 方程 144) 的 处 处 可 微 的 函数 。 
事实 上 ,方程 (4) 的 和 解 正 是 钠 皮 尔 (Napier) 最 初 引信 的 指数 函数 ， 

问题 1 ”证明 方 程 (4) 洲 足 条 件 wi) = 和 > 人 的 每 一 个 解 在 解 有 定 贸 
的 整个 区 间 #<i<&8 上 用 公式 (5) 所 给 定 ， 

解 ”例如 我 们 可 以 作 如 下 的 讨论 :， 误工 是 对 于 hf<r 中 的 一 到 上 使 
(5) 式 成 立 的 数 了 的 集合 的 上 确 界 ， 由 柑 设 知 ， 二 T&s。， 荐 了 <5, 由 于 
的 连续 性 ,公式 (5) 寺 == 了 成立。 但 在 另 一 方面 公式 (5) 在 了 的 菜 仓 域内 
成 立 5 为 了 证 明 这 点 ;以 了 代替 5 以 Pp(TY》 代 起 + 重复 导致 公式 (5) 的 讨 
论 * 并 且 注 意 到 公式 (5 ) 获 售 g( 了 T)>> 中 ， 于 是 了 = 二 5, 因此 公式 (5) 对 于 ss 专 
fi 忆 上 得 到 了 证 明 , < 过 ma 的 异形 可 汪 尺 地 处 理 ， 

因此 公式 (5) 给 出 方程 (4) 当 xo>09 时 的 一 切 解 ， 

评注 这 样 , 在 $1.6 提 出 的 关于 放射 性 的 喜 变 和 姑 彰 的 簧 落 问 题 已 得 
到 了 解决 。 在 第 一 个 问题 中 物质 数量 彰 时 间 按 指数 规律 喜 诚 ， 在 村 个 T = 
"ln2 村 放射 性 物质 减少 到 裙 始 物质 的 一 半 ，。 此 时 间 称 为 给 定 物质 的 半 喜 
期 .在 第 二 个 问题 中 ,组 菌 的 数 且 随 守 间 按 指数 规律 增长 ,让 村 间 "in7 时 
增加 一 入 《只 寺 维 持 荐 食物 }.。 公式 (5) 世 和 包含 着 许多 其 他 同 题 的 解 ( 辕 
19), 


图 19 科学 杂志 (创作 任 杂志 与 评论 性 杂志 ) 数 耳 的 增长 


间 题 2” 假定 温度 是 窜 数 , 问 在 什么 样 的 高 度 ， 关 气 的 密度 是 地 于 者 硬 
密度 值 的 一 半 ?《【 在 地 球 者 面 一 立方 当空 气 的 重 遇 盖 12350 克 .) 

答 81o2 必 5.6 公 捍 ; 厄 尔 布 便士 山 《Mt。Flbms) 的 高 度 ， 

问题 3 证 明 方 程 (4) 满 是 初始 条 件 Fp(4) 一 <0 的 一 雪 解 志 册 公式 


"7 。 


《5) 给 定 - 
应 该 注意 当 如 和 关 0 时 对 任何 : 值 酒 数 (5) 均 不 为 零 , 因此 方 


程 (4) 满 足 x。 =- 0 的 唯一 解 是 驻 定 解 = 0。 这 样 认为 公式 (5) 
县 敏 分 方程 (4) 的 全 部 解 ， 

特别 ， 定 理 2.3 的 唯一 性 论断 对 方程 (4) 是 有 效 的 。 从 此 出 
发 ,人 们 容易 推出 对 于 具有 可 微 向 量 场 的 任何 方程 (1) 和 更 一 般 
方程 的 唯一 性 . 

在 v(x) 一 xz” 时 唯一 性 失效 的 理由 是 这 一 向 量 场 在 接近 点 
* 一 0 时 下 降 得 不 够 快 ， 因 此 解 在 有 限时 间 就 到 达 奇 点 .在 YCe) 一 
ir 的 情形 到 达 奇 点 需要 无 限 长 的 时 间 ， 这 是 由 于 积分 曲线 彼此 按 
指数 规律 接近 ， 具 有 可 微 向 重 场 的 任何 微分 方程 的 特性 是 它 的 
积分 曲线 彼此 闻 没 有 比 按 指数 规律 接近 的 更 快 的 速度 接近 ， 因 此 
得 出 唯一 性 ， 特 别 、 通 过 一 般 方 程 (1) 与 形式 (4) 的 适当 方程 的 比 
较 ,容易 得 到 定理 2.3 中 唯一 福 的 证 明 . 


27 比较 定理 
设 wm, w 是 实 萌 区 间 忆 上 满足 vw 过 的 实 连 续 函 数 ， 叉 设 


名 1 四: 分 别 是 微分 方程 
区 吓 Cx) » 一 YC) 《6 


满足 同样 初始 条 件 P(to) 一 Pa( to) “一 Xp 的 解 《图 20), 此 处 P13 
的 都 定 尽 在 区 间 a 二 1 之 B 一 中 于 a 之 5 和 0) 上 。 


a 
籽 从 
-Ty 


4 or 


20 在 相等 的 的 点 ， 的 款 率 大 于 gi 的 料 率 ， 
世 在 租 等 的 的 点 则 不 一 定 如 此 


定理 “不等式 
ID < pt) 《7) 


对 于 这 间 (Ce, £) 内 的 一 切 ! 看 都 成 立 ， 

证 明 不 等 式 (7) 开平 是 显然 的 (: 慢 骑 者 未 能 走 得 更 远 
更 严格 地 说 , 设 了 是 对 于 j 守 # 二 7 中 的 一 姥 + 使 (7) 成 立 二 
数 7 的 集合 的 上 确 界 、 由 假设 知 nn 夸 了 和 志 5, 车 了 < 之 5, 则 由 于 
ps 9 的 连续 性 知 p(T)》 呈 = pxt 了 T), 肌 且 由 假设 知 


| < | ， 
dt VT ET 


因此 对 充分 接近 了 的 一 煞 1 > 了 的 点 有 gp 三 py。 发 了 水 能 是 
前 面 所 指 的 上 确 界 ， 这 一 矛盾 证 明了 所 要 的 论断 T 一 4, U 
注 用 同样 的 方法 可 以 证 有 明 对 于 委 和 有 加 (9 pstD, 


2.8 证 捍 2.3 证 明 的 完成 


设 m 是 可 微 向 量 场 F 的 驻 定点 , 因此 w(xo) 一 0。 划 如 现在 
我 们 要 证 明 的 方程 (1) 满 是 初始 条 件 (2) 的 解 是 唯一 的 ， 即 若是 
方程 (DD) 满足 p(n) 一 和 的 任意 解 , 则 pC) 二 1,。。 不 失 一 般 性 ， 
可 以 息 定 x, 一 0。 因 为 场 w 是 可 微 的 且 w(0) 一 4， 所 以 对 于 充 
分 小 的 |*| 关 0， 我 们 有 
[vox)! 一 有 二 |， (8) 
此 处 不 汪 0 是 一 正常 数 。 所 需要 的 唯一 性 现在 从 下 列 事 实 推 得 ， 
方程 (4) 的 积分 曲线 (除了 + 一 0 的 积分 曲线 ) 比方 程 (1) 的 积分 
曲线 更 快 地 接近 * 一 0， 正 像 在 $2.6 中 我 们 已 经 注意 到 的 那样 ， 
在 有 限时 间 内 它 不 能 到 达 直 线 * 一 0. 


PU 
细则 


起 ty ££ tt 
图 21 稻 罗 不 肯 等 于 零 ; 因 为 它 比 指数 函数 % 瑞 懂 地 接近 于 办 . 
1) 可 是 我 们 应 该 广 意 在 给 写本 时 1 的 改变 率 可 能 大 于 在 展 一 船上 时 加 的 改变 诗 
《图 20), 
" ]O ， 


让 胡可 作 得 殉 严 格 一 些 , 例 如 按 于 列 方式 进行 ， 设 是 (1 和 (2) 满足 
9(m) 二 上 的 解 (图 21)。 而 且 想 设 Fp(5)>0; 如 >。 因为 呈 是 连续 活 歼 。 
存在 具有 下 列 性 质 的 一 个 区 闻 (325 2): 1) pit) 一 0，2) 对 于 4 攻 入 
p( 信 >0，3) 对 于 <1S4y + 一 g(t) 满足 关系 (3)。 事实 上 ， 对 于 呈 我 
们 可 选取 对 于 < 的 上 福 足 wD0)>6 的 + 和 慎 的 于 确 界 ,机 对 于 三 则 可 
取 充 分 接近 于 ”的 任何 点 >4。 

现在 我 们 把 解 所 芒 ， 产 <: 生 ， 与 方程 【4) 服从 初 姑 条 件 oak2y 一 
2 的 解 

att) 一 Ph es a 
作 比 较 。 由 于 C8), 从 比较 定理 稚 得 
I) pC eM 
对 一 勒 a<is 上 成立， 出 于 连 捕 性 ,因此 
加 
这 与 pC 一 5 泽 蛋 ， 因 此 证 明了 不 存在 使 (4) 之 0， 机 之 币 的 在。 证 均 生 
和 ?zx2<0 的 铺 形 可 类 极地 处 理 , 0 
问题 1 不 与 方程 (14) 伍 较 ,应 用 $2.6 证 明 办 一 性 的 方法 ， 证 明 唯 一 性 
的 一 个 充分 条 件 是 积分 
EE 
wo T(E) 
在 点 = 发 散 ， 

问题 2 对 于 微分 方程 # = w(x, 芒 证 明 唯一 性 的 论断 , 此 处 是 可 微 
沙 数 , 且 假 定 满 足 初 始 第 件 PCh4) = x 的 解 二 二 P(t) 存在 。 

提示 令 3=* 一 次 中 而 且 与 适当 的 方程 (42) 作 一 比较 . 


§3 直线 上 的 相 流 


刚才 已 经 学 习 了 怎样 求解 由 直线 上 向 量 场所 确 定 的 微分 方 
程 ,现在 我 们 看 一 看 我 们 的 结果 在 相 流 语言 下 的 意义 ， 
3.1 单 参 数 线 性 变换 群 


我 们 从 特别 简单 的 上 方程 
t= ix, rER 1) 


20 + 


开始 ， 如 我 们 所 知 ， 方 程 (1 满足 初始 条 件 pC0) 一 的 解 风 好 
是 

中 (全 w= errro, 

现在 我 们 把 初始 条 忻 *o 谈 为 时 间 : 以 后 的 解 

gro 一 kxo 
定义 为 “: 推进 映射 ge: 及 -> R”"。 此 映射 族 {g 人 ) 称 为 伴随 于 方程 
(1) 的 相 流 ， 或 称 为 伴随 于 向 量 场 一 tt 的 相 流 。 注意 映射 8 
是 直线 的 线性 变换 , 即 直 线 的 尖 倍 伸展 ， 对 于 任何 实数 和 + 我 
们 有 

一 


胚 是 一 个 线性 变换 ， 这 样 ,伴随 于 方程 (1 的 相 流 {8 中 是 单 参数 线 
性 变换 群 , 而 且 在 些 相 度 的 作用 下 点 的 运动 刚好 是 方程 (1) 的 解 . 


只 是 国 必 本 国 志 三 电 是 由 号 


在 证 明定 理 之 前 ,我 们 作 一 个 一 般 特征 的 评注 ， 


32 单 参数 群 的 裤 分 方程 
设 (8 个 是 区 互 口 的 单 参 数 微 分 同上 胚 群 ; ”是 由 关系 


Yix) ~ gr» xEU 
dr | r= 


所 确定 的 相 速 度 的 向 量 场 ， 


和 


= wv) C2) 


了 2 注意: 关于 上 的 可 灌 性 阴 言 在 单 参数 级 性 变 殊 群 中 的 定义 内 ， 


证 明 ”我 们 只 需 证 明 相 点 g'x 在 每 一 用 时 的 运动 速度 与 点 
g"* 的 相 速 度 重合 。 这 是 很 明显 的 ,因为 变换 g! 形成 一 个 群 : 
: 本 二 人 
Bl rl 
4 


gE C87) 一 TUEox)。 


| 


3.3 直线 上 单 参 殊 线性 变换 群 的 一 般 形式 


设 18 生 是 线性 空间 工 的 单 参数 钱 性 变换 群 ， 由 于 对 * 为 线性 
的 函数 g(1, zx) 一 g'x 关于 参数 1 的 导数 (447) | 对 x 本 身世 
是 线性 的 *, 因 此 术 束 度 v(x) 线性 地 依赖 于 x*E 工 。 符 别 , 若 工 是 
实 直 线 及 , 则 对 于 * 是 线 狂 的 每 一 个 冰 数 有 形式 v(x) 一 地, 素 处 
天 一 加， 因此 运动 pt) 一 g'x 是 具有 v(x) 呈 有 x 的 方程 (2) 
的 解 , 即 方程 (1) 的 和 解 。 因 为 此 方程 潢 足 条 件 p00) 一 x 的 唯一 解 
有 形式 g'x = est。 定理 3.1 的 证 明 现 在 完成 了 . 
* 问 题 1 证 明 直 线 上 的 每 一 个 连 继 的 单 瑚 数 线性 谈 换 群 是 自动 可 往 
的 。 
提示 ”回忆 背 数 济 数 当 自 变量 为 整数 ,有 有理数 ,无 理 数 种 时 的 定义 ， 
评注 ”这样 一 来 ,在 定义 单 参数 线性 变 横 群 时 , 我 们 对 变换 g' 关于 :可 
微 的 要 求 可 以 用 它们 对 于 * 是 连续 的 要 求 来 代替 . 
“问题 2 求 出 下 列 线性 空间 的 所 有 单 参 数 线 性 变 秽 群 : 2) R* ( 实 平 
码 )3 4b) 妇 "( 复 直线 ;如 得 数 域 上 的 一 稚 线 姓 空间 ). 
提示 在 第 三 章 中 我 们 特 撒 述 = 维 的 实 和 复 空 间 Rs* 和 "的 所 有 单 大 
数 线 性 变 揪 群 。 


3.4 非 线性 的 例题 
下 面 我 们 研究 更 复杂 的 微分 方程 


C= sinr, rt€R, 


问题 1 求 此 方程 满足 初始 条 件 pC0) = 凡 的 解 


1) 注意 ; 车 5 二 0， 出 线性 非 齐 次 国 数 fx) 一 ar 十 5 就 不 是 线性 的 . 


» 


Lrr 


此 处 我 们 可 雇 再 定义 :推进 映射 
gs:R—R, gx = pot), 

这 里 pl 是 满足 初始 条 件 gpg(0) 一 xo 的 解 。 映射 g' 形成 直线 上 
芍 单 参数 微分 同 胚 车, 即 形 成 伴随 始 定 方程 的 相 流 。 相 流 {8] 有 
静 上 成 x 一 如, 大 一 0 土 1，,，* ,而且 微分 同 胚 g'(z 关 0) 是 直 
线 的 非 费 性 变换 .着 :> 0。 则 变换 g' 把 每 一 虑 * 移 向 离 x 最 近 
的 = 的 背 数 倍 的 点 。 若 1 二 0， 则 点 x 被 移 向 离 x 最 近 的 * 的 偶 
数 众 的 点 (图 22)， 


~ 亚 


Wl 


图 ?2 方程 二 一 sinx 的 丰 空 间 和 扩张 丰 空 间 
问题 2 证 明 刻 数 序 列 6 当 一 0 时 收 雍 ,但 不 一 致 收 就 ， 
上 述 例 子 引起 了 下 面 的 希望 对 于 直线 上 的 每 一 个 方程 
= ex), xER, 
都 存在 与 它 丰 联系 的 直线 上 的 单 参 数 微 分 同 胚 群 {8 gx 一 
pt， 此 处 to 是 满足 初始 条 件 pg(0) 一 x 的 解 。 但 如 下 面倒 
题 所 说 明 的 ;这 种 希望 是 不 成 立 的 . 


3.3 反倒 
研究 具有 $1.6 例 3 意义 下 "过 速 增长 "特征 的 微分 方程 


六 ce 
《图 23)。 此 方程 有 由 $2 公式 (3) 给 出 的 解 
一， 一 全 此 ， 
Fo 点 
此 解 经 党 写成 形式 


是 计 


fa 一 | 位 (C3) 


人 们 不 要 认为 最 后 的 公式 等 价 于 
(3)， 也 不 要 认为 函数 x 一 一 1/ 
G4 一 C) 是 一 个 解 ， 事 实 上 , 函 
数 + 一 一 1 / (+ 一 C》 的 定义 域 
不 是 一 个 区 间 而 是 两 个 区 间 :过 
CH 六 CC; 因 此 # = 二 一 11(: 一 
C) 在 这 些 区 闻 上 的 限制 给 出 了 
< 上 ”两 个 彼此 无 关 的 解 《只 要 我 们 限 


制 在 :的 实数 域 中 ,在 本 书 中 只 
考虑 这 种 区 域 ). 
这 些 研 究 说 明 : 大 人 口 的 增 


图 23 方程 二 二 江 的 方向 场 长 与 现 有 人 口 的 平方 成 比例， 则 
和 两 个 解 人 口 数 目 在 有 限 的 时 间 内 变 成 无 

穷 (然而 通常 的 增长 规律 是 指数 函数 )、 物 至上 这 -结论 对 应 着 过 
程 的 爆炸 福 质 (当然 ,对 于 充分 接近 C 的 1, 在 问题 中 由 微分 方程 措 
述 的 过 程 所 需要 的 理想 化 变 成 不 合适 的 了 。、 因 此 人 口 的 数目 在 有 
跟 时 间 内 实际 上 不 会 变 成 无 穷 大 )， 另 一 方面 ,我 们 看 到 对 推进 
映射 的 公 牙 《 g'xo 一 p( 四 ,此 处 pl?) 是 满足 初始 条 件 p(0) 一 x。 


" 


se oe 


有 


问题 1 证 明 带 恒 点 号 部 分 的 结论 . 


3.6 相 流 存在 的 条 件 


在 前 面 问题 中 {8 人 不 是 单 参数 微分 同 胚 群 的 理由 不 在 于 可 微 

竹 失 效 或 群 的 性 质 破坏 ,而 唯一 的 理由 在 于 函数 gr 到 0) 不 是 定 

义 在 整个 = 畏 上 -。 因为 某 些 解 在 时 间 不 超过 * 时 变 为 无 穷 《图 

24)， 可 是 , 若 解 不 在 有 限时 间 变 成 无 穷 , 则 $ 3.4 末尾 所 作 的 结论 
= 24 。 


1 


实际 上 是 有 效 的 。 


图 24 方程 主 一 有 ”的 积分 曲 强 

向 题 1 起 定 函数 7 是 可 微 的 并且 对 于 充分 大 的 |*|, v(x} 恒 等 于 零 ， 
证 归 $3.4 未 尾 的 结论 . 

提示 ”解答 包含 在 肌 一 般 定理 的 证 明 中 ,此 更 一 般 的 定理 断言 : 在 紧 致 
流 形 上 的 每 一 个 可 徽 向 县 场 是 单 厚 数 微分 同 胚 群 的 相 速 度 场 ( 骨 $35)。 

评注 ”这样 一 来 ,$3.5 反例 的 可 能 性 来 源 于 直线 的 非 紧 致 福 ， 

问题 2 银 定 对 于 所 有 的 xER,iv(x)| <4|xi + 8， 此 处 4, 8 是 正常 
数 , 证 明 § 3.5 的 结论 

握 示 ”用 比较 定理 ?3.7。 


§4 平面 上 的 向 量 场 和 相 流 


如 果 微 分 方程 相 空 间 的 维 数 大 于 1 (例如 等 于 2)， 则 对 于 求 
显 式 解 无 一 般 方法 -可 是 存在 某 些 能 够 化 为 一 维 问 题 的 特殊 情 
形 . 


4 直 积 


考虑 分 别 由 相 空 间 V, 和 UV; 中 的 可 微 向 最 场 w 和 ,所 确定 
的 两 个 方程 
i Xx), x EU,, (1) 
R= Wx), XE U,, (2) 
定义 ”所 亩 第 分 方程 (1) 和 (2) 的 直 积 指 的 是 相 空间 为 V， 和 
U; 的 直 积 的 微分 方程 ， 此 微分 方程 由 场 v, 和 的 “ 直 积 ” 的 向量 
场记 确定 。 于 是 ， 


让 


yx), xEU, (3) 
此 处 UU= UU XU, x) TY) CF Ti) 
特别 ， 若 相 空 间 CR 和 VCR 是 一 维 的 ， 则 局 是 平面 
(x *7) 的 一 个 区 域 ， 而 微分 方程 (3) 是 特殊 奖 型 的 两 个 纯 量 微分 
方程 的 一 个 系统 : 
{ t= Vl), x EUCR, 
#1 一 VAx), HE UTCR, 
从 上 述 定义 谤 妈 推 得 下 面 的 定理 . 
定理 “如果 * 旦 逢 分 方 程 (1) 和 (2) 的 章 家 (3) 的 解 , 则 ?是 开 
式 为 PU) = CP, ptt)) 的 里 射 Pili*U, 此 处 Pi 各 | 是 
定义 在 同一 区 邮 工 上 的 方程 (1 和 (2) 的 解 


(4) 


特别 , 若 相 空间 UU, 和 0, 是 一 维 的， 我 们 知道 怎样 解 方 程 (1) 
称 (2)。 因 此 我 们 也 能 明显 地 解 两 个 微分 方程 的 系统 (4)， 

事实 上 ,和 如果 Y,(x.0) 关 0 v(xz0) 隆 0。 由 定理 2.3 知 ; 清 足 初始 条 但 
Ph) = x 的 解 能 在 点 := 的 一 个 驾 域 内 从 关系 


六 (个 me 在 各 
Kj YI 二 Wag vl) ? 


中 东 每. 如 果 vx.0) 二 0 出 用 PE Xo 入 严 第 一 个 关系 式 ; 叉 车 TYat*w) 王 0 
期 用 二 代替 第 二 个 关系 式 ， 景 后 ,如 果 V(r) 到 vxse) 一 03 则 Ea 
是 向 量 场 * 的 奇 点 而 且 是 系统 (4) 的 平衡 位 置 , 即 pC 外 二 才 ， 


4.2 直 积 的 例子 
考虑 下 面 两 个 微分 方程 的 系 绕 
XL = Fly 
| Eo- kr;, 
间 题 1 画 出 对 应 于 = 0， 土 1, 地 ， 2 的 平 商 向 量 场 . 


我 们 已 经 分 别 解 出 了 这 些 方 程 的 每 一 个 ， 因 此 满足 初始 条 件 
Pw) 一 #0 的 解 是 
pi = woe os, gp: 一 站 人 C5) 


的 形式 . 因此 沿 每 一 条 相 曲 线 x 一 p 人 ,我 们 或 者 有 x*, = 0, 成 


* 卫生 = 


一 地 一 和 于 Fs = rey Xs) 


者 有 
EA| 一 Clxilt, (C6) 

此 处 C 是 与 :无 关 的 常数 ， 

问题 z 在 想 平面 (*, *%4) 上 由 46) 给 出 的 曲线 是 想 曲 线 吗 ? 

答 不 是 . 

曲线 族 (6) 依 赖 于 参数 克 的 值 而 取 和 名 种 形式 ,此 处 C ER. 着 
> 0, 我 们 得 到 丰 次 广义 掀 物 线 ?, 生 若 这 1， 掀 物 线 与 x， 辆 相 
切 ; 才 处 之 1 则 与 x; 加 相 切 (图 25 4 与 25 c)。 若 不 一 1 我 们 得 
到 经 过 原点 的 直线 族 (图 25b)。 图 25 所 示 的 想 曲 线 的 排 询 称 为 


人 Na 
3 发 洲 SS 


图 25 结 点 : 系统 到 一 六 六 王 克 fr 的 家 曲线 ， 
天 1 二 吃 1 和 10<< 克 1] 


结 氮 ， 对 于 《< 0， 曲线 是 双 则 线 (图 26)3， 它 们 在 原点 的 邻 域 
内 形成 束 扣 .对 于 有 一 0, 曲线 变 为 直线 (图 27). 


= :二 ay 

N/a 一 
图 2 枝 点 : 系统 站 向 和 图 27 系统 名 二 入 > 
4 0 的 丰 曲 线 立 一 0 的 相 曲 线 


1) 仅 当 天 一 2 下 天 = 地 半 , 曲 乒 才 实际 上 是 手 物 线 ， 
2) 人 充当 大 一 一 1 时 曲线 才 实 际 上 是 双 曲 线 。 
和 人 


从 (5 明显 可 知 , 每 条 相 曲 线 均 整个 地 位 于 一 个 象限 中 【或 在 
半 条 坐 宗 轴 上 ,或 可 能 与 对 一 切 丰 都 是 相 曲 钱 的 原点 相 重 合 ). 在 
图 中 箭头 表示 * 增加 时 点 9 的 运动 方向 ， 

问题 3 证 明 每 一 条 抛物 线 x, 一 *i(* 一 2) 由 三 条 相 井 线 组 成 ， 描 给 
对 于 另外 的 友信 (天 >1 类 一 1， 0<g<1 二 一 0 <0) 的 所 有 扯 曲 线 ， 

评注 观 窒 当 * 连续 变化 时 相 曲 线 加 何 从 一 条 变 成 另 一 条 是 很 有 站 的 . 

向 题 # 夯 出 对 应 于 到 一 0.01 的 结 点 和 对 应 于 大 一 一 40.01 的 丢 点 ，。 


4.3 平面 单 参 数 线性 变换 嫩 


下 面 我 们 构造 伴随 于 系统 的 相 流 ， 此 相 流 如 通常 的 方法 由 * 
推进 胰 射 中 定义 ， 即 gz 一 pi， 此 处 ptx) 是 满足 初始 条 件 
9(0) 一 * 的 解 。 从 (5) 推 得 g' 是 平面 的 线性 变换 , 此 变换 由 沿 
轴 的 e* 售 和 仲 展 和 沿 x; 轴 et 信 促 展 市 组 成 (着 a 二 1, oe 倍 伸 展 实 
际 上 是 缩短 )。 在 坐标 系 xy x; 中 :变换 g! 的 先 阵 有 对 角形 

ce D0 
(5 网) 
gix 关于 上 和 * 的 可 微 性 是 显然 的 。 这 样 ， 肤 射 形成 平面 的 单 
参数 线性 变换 群 。g', : 一 1 在 集合 上 的 作用 。 在 太一 2 的 情 
形 如 图 28 所 示 , 大 呈 一 1 的 情形 如 图 29 所 示 ， 


2 00 
而 
站 
党 
图 28 系统 让 一 ys 图 2 系统 高三 有， 才 二 一 的 和 度 ，。 
2 一 22 的 相 流 此 变换 g' 称 为 驱 曲 旋转 


应 该 注意 ， 我 们 的 平面 单 参数 线性 变换 群 可 分 解 为 两 个 直线 
上 的 单 参 数 线性 变换 群 的 直 积 ( 即 沿 x*， 轴 的 体 展 和 沿 x。 轴 的 伸 
展 )， 


# 了 上 = 


间 题 1 是 再 每 个 平面 的 单 参数 线性 变换 群 都 可 地 用 园 梯 的 方法 先行 
分 解 ? 

提示 ”研究 转 龙 为 + 的 旋转 或 形式 汶 Cry 2 Fe ka 十 #4 3) 的 移 
动 ， 


$3 韭 自 治 方 程 


最 简单 的 非 自治 微分 方程 的 形式 是 
=—= f(x, ys 


此 处 右 端 依赖 于 自 变 量 *。 我 们 通过 下 面 例题 开始 对 这 种 形式 的 
方程 进行 讨论 . 
5.1 可 分 离 变量 的 方程 


表 一 次 研究 具有 一 维 相 空间 的 两 个 方程 的 直 积 : 
{ = fx), (1) 
y= gly). 

这 里 x € UCR 是 第 一 相 空 间 的 坐标 ， 而 y E VCR 是 第 二 相 空 
闻 的 誉 标 ， 而 f 与 8 是 由 上 和 V 中 向 量 场 所 确定 的 可 微 隙 微 . 假 
设 信 #0) 关 0， 考 虑 过 点 《xzo* 加 ) 的 相 曲 线 ， 则 如 我 们 现在 所 证 
明 的 ,此 曲线 (图 30) 在 点 (x05 6) 的 一 个 邻 域内 能 被 形式 为 y 一 
F(x) 的 曲线 给 出 


id 
ww 


2 2 
图 0 系统 (1 的 相 曲 名 和 方程 (2 的 积分 曲线 


相 曲 线 参 数 地 由 
Ed Pt)s 和 Pa) 


给 出 :此 处 和 《is P22 是 系统 (1) 满足 初始 条 件 pti0) 一 x， 
zt 一 为 的 解 。 因 为 号 x) 天 0， 我 们 有 


sp| 0. 
a ] Pro 


由 隐 函 数 定理 知 ， gq; 的 反光 数 出 0 一 由 xc)) 在 点 一 为 的 
一 个 分 堪 内 唯一 地 确定 。 令 F(x) 一 pa 人 (gz))。， 则 函数 在 点 
x 呈 和 的 一 个 分 域 内 有 定义 ,连续 是 可 微 ,应 用 关于 复合 了 消 数 和 隐 


别 数 求 导 的 定理 有 
4 一 4m | P(E 
他 di lt) dx 18 1(s) 
F(x0) 一 yo 
简明 地 说 ,这 表示 是 微分 方程 
a Cy) 
a 2 
满足 初始 条 件 F(x0) 一 的 解 。 我 们 称 (2) 为 可 分 离 变 量 的 方 
程 。 


定理 度 征 数 和 = 分别 在 点 = 一 ay 》 一 为 的 一 个 二 内 
有 定义 且 连 续 可 微 ， 此 处 天 x0) 了 关 0，g《y0) 关 0、 则 方程 42) 服 
从 条 你 P(x) ~ % 的 解 在京 + 一 的 二 个 人 感 内 看 在 县 叭 ->， 
时 a Frr) 
| 7 |， EC 全 
证 明 ”为 了 构造 解 ,我 们 考 瑟 系统 (1)。 由 定理 4.1 知 ， 存 在 
系统 (1) 的 满足 初始 条 件 p(10) 一 (zs 各 》 的 唯一 解 , 在 点 1 一 
的 某 一 邻 声 中 此 解 由 公式 
= dE » dy 
| A 一 | 2 
给 出 ， 可 以 上 所 指出 的 ， 对 应 的 相 赐 级 是 方程 (2) 服从 初始 条 件 
F(xo) 一 yo 的 解 玉 的 图 形 。 因 此 解 F 存在 是 满足 关系 (3)。 了 唯一 


由) 在 下 殉 意 尽 T: 企 何 两 个 解 在 它们 都 有 定义 的 地 方 互相 重合 ， 


* 3 和。 


性 也 是 方程 (1) 和 (2) 之 间 关 系 的 简单 结果 。 
问题 1 进行 唯一 性 的 证 明 . 
问题 2 研究 8 一 0 的 情形 ， 
问题 3 在 区 域 *>0。，7y>0 中 研究 形式 为 (2) 的 微分 方程 


提示 ”满足 初始 条 件 Ra) 一 % 的 盘 对 一 煞 x>0 都 有 定义 卫 由 公式 
Fix) = Cz, 心 一 perT* 


给 出 。 见 图 25 ~ 图 27， 

问题 4 在 使 方程 右 端 有 定义 的 区 起 内 画 出 各 个 葡 分 方程 
Ay siny dy _ Sin 
dr sing? dr siny 


dy 中 
一 = Kx" 
7 Reoy 3 


解 的 图 形 . 


5.2 变 系 数 方 程 


设 v 是 具有 坐标 ?， 这 1 “和 定 昌 的 (n 十 1) 维 欧 儿 里 得 空间 
中 的 区 域 上 到 具有 坐标 o.，*， ,wv。 的 s 锥 欧 几 里 得 空间 的 可 微 
吹 对 。 这 一 映射 确定 一 个 依赖 于 时 间 : 的 向 量 场 v 和 一 个 相应 的 


下 一 如 (ty TT), (4) 


5 一 ps Ri re i 1 扩 
例 1 对 记号 上 作 一 些 明显 的 更改 (这 里 = 一 1)， 即 知 微 分 方程 C2) 属 
于 这 一 类 . 
定义 设 p: 1 一 RR" 是 定义 在 * 枉 的 某 一 区 间 了 上 且 在 上 
有 上 爸 标 为 吉 ，…' yxs 的 # 维 欧 几 里 得 空间 民 " 内 取 值 的 可 微 映射 ， 
使 多 的 图 形 位 于 区 域 口 中 并 且 对 每 个 € 工 都 有 
好 


| 一 vr, p(T)), 


则 9 称 为 微分 方程 (4) 的 解 ， 
如 果 * 解释 为 了 时间, 而 空间 {x} 称 为 相 空 间 , 则 可 以 认为 是 
"31 。 


在 祖 至 闻 中 时 间 变 化 的 相 速 度 场 。 在 这 种 语言 下, 解 是 在 相 空 
” 疗 中 点 的 运动 ， 使 得 在 每 一 瞬时 点 的 速度 等 于 在 给 定时 启运 动 点 
所 占据 的 那 一 扣 的 相 速 度 向 量 。 
定义 如 全 所 和 Cio xo) 分 别 属 于 工 各 口 , 而 县 包 在 点 上 的 
非 自治 方程 的 解 能 够 方便 地 在 扩张 相 生 阅 UCRxR" 中 
几何 地 表示 《图 31)， 正 如 家 治 系统 的 情形 , 右 端 Y 确定 区 域 尽 中 
的 一 个 方向 场 ( 若 * 一 1，Y 是 与 正 * 输 倾角 的 正切 )。 


二 
本 


史 


名 
时 3 在 扩张 相 空 间 吕 中 方程 主 盖 ws 门 的 积分 昌 厂 


求 满足 初始 条 件 ft 一 x 的 解 等 价 于 画 出 过 区 域 Z 中 的 
点 (ny 了 9) 的 曲线 ， 使 它 在 每 点 《zz x 一 (DD) 的 切线 有 给 定 的 方 
向 .此 曲线 ( 解 的 图 形 ) 称 为 积分 曲线 . 

注 ”一般 说 来 :自然 规律 不 随时 间 变 化 :其 有 右 端 依赖 于 时 间 
的 类 似 于 4) 的 方程 大 多 在 下 列 情 六 发生。 假定 我 们 研究 物理 系 
统 工 十 的 基 一 部 分 I，。 虽然 整个 系统 的 发 展 规律 不 随时 章 谈 
化 , 但 部 分 开 对 部 分 工 的 影响 可 以 引起 部 分 1 的 发 展 规律 依赖 于 
时 间 。 例 如, 月球 对 地 球 的 影响 产生 湖水 ,这 一 影响 数学 好 表示 为 
下列 的 事实 ; 出 现在 地 球 上 的 物体 的 运动 方程 中 的 重力 加 速度 的 
数 全 成 为 可 变 的 了 ， 在 这 种 情况 ,我 们 说 丽 立 部 分 [是 非 租 治 的 ， 
也 可 能 在 另外 的 情况 中 发 生 ， 出 各， 惟一 于 方程 (1) 化 为 分 当归 


方程 (2 时 就 会 发 生 。 
问 是 1 求 微分 方程 
于 = Vz) 


"2 


满足 初始 条 御 pt) 一 x， 的 解 。 
答 牛顿 【Newcenj 引进 积分 


PI) 一 Xx, + | 后 


解 估 了 这 一 问题 . 
问题 2 证 明 户 旅 系统 


= TN) XEUCR" 


的 相册 钱 基 非 自 治 系统 
ai (we) 
Hl vx) ” 
的 解 的 了 图形， 同时 其 道 出 嘉 ， 此 处 工 一 《za 0 一 om] 
2 了 


一 nn— 1 


5.3 ”关于 微分 方程 的 积分 的 注 


如 .上 所 述 ， 最 简单 的 常 微分 方程 的 解 能 够 通过 应用 积分 运算 
求 得 。 由 于 这 一 理由 ,一 般 求 微 分 方程 解 的 过 程 有 时 称 为 积分 ， 
对 于 积分 特殊 类 型 的 徽 分 方程 有 许多 种 方法 ， 这 些 方程 的 一 览 表 
和 相应 的 解法 可 以 在 文献 中 找到 ?. 在 已 解决 的 方程 中 作 各 种 代 
痪 的 简单 设计 , 任何 人 都 能 扩大 可 积 微分 方程 的 类 型 。 积分 微分 
方程 的 亏 家 们 (如 雅 可 比 〈jJacobi)) 用 这 种 方法 在 解决 特殊 的 应 用 
问题 时 取得 了 很 大 的 成 功 . 

可 是 所 有 这 些 积分 的 方法 有 两 个 基本 的 缺点 ， 首先 , 如 刘 维 


程 如 


也 “不 能 用 积分 法 求解 "”， 即 和 解 不 能 表示 为 初等 函数 或 代数 浮 数 与 


1 疙 性: A. FF. Filippov, Collection of Problems on Differential Equations Mio— 
SEOw (1961} 和 E. kamke, Differentia] Eqations Methods of Solution and 
Solutions, E. Ordinary Differential Equations (in German), Leipzig (1956) » 
后 者 包含 大 约 1.6X10 个 方程 


+ 33*» 


这 些 函 数 积分 的 有 限 组 合 ?。 其 次 ,一 个 给 出 显 式 解 的 复杂 公式 与 
一 个 简单 的 近似 公式 相 比 ， 结 果 常 常 是 前 者 不 会 有 更 大 的 用 处 . 
情 如 ， 方 程 # 一 3z 一 2a 可 以 用 卡 当 (Cardano》 公 式 求 得 显 式 
钾 

Eo YA 一 1 + Ya 一 下 二 1. 
可 是 ,如 果 我 们 对 a 一 4.01 解 此 方程 ,对 于 小 的 as; 注意 到 方程 有 
根 zx 一 二 。 是 有 益 和 的 ， 但 这 一 事实 从 卡 当 公 式 来 看 是 很 不 明 


显 的 。 完 全 一 样 , 单 扔 的 方程 十 sin* 一 0 应 用 (椭圆) 积分 能 够 
求 得 显 式 解 ,但 大 多 数 包 含 革 择 性 能 的 问题 ,从 关于 小 振动 的 近似 
方程 十 xz 一 0 出 发 ,和 从 不 包含 显 式 公式 的 定性 研究 出 发 更 容 
易 解 决 ( 见 § 12). 

对 精确 解 敬 感 的 方程 常用 来 作为 例子 ,因为 它们 有 时 能 表现 出 在 更 复杂 
的 情况 下 也 发 生 的 福 能 。 便 如 ,对 于 许多 数学 物理 方程 的 所 谓 “ 自 相似 解 就 
是 如 此 . 而且, 求 得 一 个 精确 地 可 解 的 问题 , 常常 开 峡 了 近似 地 求解 部 近 辣 
题 的 可 能 性 , 痪 如 说 ,用 抗 动 理论 ( 见 半 9)。 然而 ,从 研究 精确 地 可 和 解 问 题 得 
到 的 结果 推广 到 一 般 形 式 的 驾 近 问题 是 危险 的 。 事 实 上 ,一 个 精确 地 可 积 的 
方程 常 是 严格 地 可 积 的 ,因为 它 的 解 比 那些 锅 近 的 不 可 积 的 问题 的 解 有 更 箱 
单 的 性 能 ， 


$6 切 空间 


在 研究 各 类 数学 对 象 时 ， 考 察 在 映射 下 对 象 的 性 能 怎样 改变 
常 是 很 重要 的 ， 在 研究 常 徽 分 方程 中 起 关键 作用 的 一 个 重要 角色 
是 变量 代 换 即 选 取 适 当 的 坐标 系 。 因此 , 我 们 必须 说 明 在 可 微 映 
射 下 微分 方程 的 形式 是 怎 补 政变 的 ， 又 因为 微分 方程 是 由 向 量 场 
指定 ,因此 向 量 场 和 速度 向 量 的 概念 必须 进行 分 析 . 

1) 这 一 事实 的 证 明 类 似 于 五 次 方程 用 根 式 求解 的 不 可 能 性 问题 的 证 明 【 需 费 里 - 阿 

页 尔 - 合 罗 甩 《Ruffipi-Abel-Galois))， 它 是 从 某 一 个 群 的 不 可 解 性 推导 而 得 . 


木 像 通常 的 徊 入 瓦 理论 我们 此 地 涉及 的 是 李 群 的 不 可 解 性 而 不 是 有 限 群 的 不 
可 杉 性 .处 理 这 些 问题 的 数学 分 支 称 为 铂 分 代数 


+ 


假定 我 们 把 速度 向 量 朴 案 地 认为 是 在 空间 点 上 作出 的 一 个 
箭头 , 则 在 上 映 庙 下 此 箭头 变 成 曲线 , 因此 不 再 是 向 量 . 下面 我 们 将 
定义 一 个 线 福 空间 ， 它 的 元 素 是 过 区 域 吕 中 给 定点 * 的 曲线 的 还 
度 向 年。 此 线性 空间 称 为 在 点 < 的 切 空 间 并 用 TU。 表示 。 
设 六 了 一 让 是 可 微 映射 。 以 后 我 们 还 要 定义 一 个 称 为 掀 射 了 在 
点 zx 的 导数 的 煞 空 间 的 线性 映射 

有 |: 了 了 到- 一 TVs. 

在 这 一 节 中 的 所 有 定理 实质 上 包含 在 数学 分 析 的 课程 中 ， 唯 

一 新 疝 的 是 我 们 的 术语 更 几 柯 化 。 


6.1 切 向 量 的 定义 


设 避 是 其 有 上 华 标 + 人 一 了 一 的 = 维 欧 几 里 得 
空间 的 一 个 区 域 ， 和 vv:1I~—+*U 是 : 四 上 的 一 个 开 区 疗 到 如 内 


oe 《ziopy sy fl,"，'"s (1) 
可 让 


指定 ,此 处 (xiogp) C2) 一 x+(p(D)) 是 复合 欢 射 [一 了 马 民 .也 可 
以 使 用 记号 上 一 各 [mg 

定名 ”经 过 向 一 点 x 一 9(0) 一 gy(0) 的 两 曲线 gps 9:7 一 
U( 图 32) 称 汐 是 《彼此 ) 相 切 的 ， 如 果 当 一 0 时 ， 点 Pu 和 


图 3# 相 切 的 萌生 


13 更 严格 地 说 多 在 时 刻 上 二 0 经 过 虞 # 当 堆 ， 只 要 在 所 有 公式 中 作 送 当 的 改变 ， 
于 可 以 代 之 蓉 了 二 


* 3 ， 


ga 之 闻 的 距离 为 of. 

向 题 1 证 明 两 曲线 在 点 * 相 切 当 且 仅 当 它们 在 点 = 的 速度 
向 量 是 相同 的 . 

经 过 点 * 的 曲线 的 所 有 著 向 量 的 集合 是 一 个 # 维 的 实 线性 空 
闻 ( 附 以 加 法 和 数量 乘法 ,这 些 运算 由 分 量 与 分 量 之 间 的 运算 来 实 
现 ), 此 线性 空间 称 为 切 空 间 ， 

注意 在 此 定义 中 坐标 系 起 着 必用， 而 且 所 得 空间 一 看 似乎 就 
依赖 于 坐标 系 。 因 此 我 们 现在 希望 给 出 速度 向 量 和 切 空 间 的 一 个 
本 依赖 于 坐标 系 的 不 变 的 定义 ， 

定义 ” 欧 几 里 得 空间 R* 的 区 域 U 中 的 坐标 系 yy; U 一 RR， 
1 一 1 7 称 为 是 容许 的 ;如果 映射 

yU—>R’, yr) ye) t+ 十 JokzJes 


(在 R" 中 有 基 疝 量 e) 是 微分 司 胚 。 
问题 2 证 明 : 经 过 点 y(x) 的 曲线 yoq, 和 yeg; 是 相 切 的 
当 且 仅 当 经 过 点 = 的 曲线 % 和 wm 是 相 切 的 (图 33), 因此 ， 相 切 


# 
4 
2 而 
了， 


入 


图 33 在 重 分 局 凸 下 相 切 性 保持 不 变 
定义 ”所谓 经 过 点 *《 器 的 曲线 :7 -> U 的 速度 向 量 v 指 
的 是 经 过 点 x 且 与 Tm 相 蕊 的 等 价 曲线 类 (图 34), 记 为 
be $0), bn MP +. 
dt | 
问题 3 证 明 相 切 关 系 是 一 个 等 价 关系 ; 即 1)# ~ ££, 2) ~ 
1) 注意 ; 了 庙 射 pt 和 gs 的 值 域 ; 性 如 说 可 忆 在 点 * 的 但 直 线 上 ， 


36 " 


图 34 切 于 点 * 的 曲线 类 
TE 3 点 全 和 全 二 人 此 处 王 意 为 "在 * 点 相 切 *”. 
_ 注 _ 全 我 们 的 过度 向 王 定 义 中 化 标 系 不 起 作用 ， 但 是 在 UU 中 


| 


案 不 指定 中 的 线 分 结构， 入 全 就 不 能 定义 曙 线 相 切 或 和 9 的 
速度 向 量 的 概念 ， 


6.2 切 空间 的 定义 


定义 “所谓 区 域 避 在 点 * 的 切 空间 是 指 经 过 点 * 的 曲线 的 所 
有 速度 向 量 的 集合 (图 35)。 此 集合 的 元 素 称 为 切 向 量 ,。 区域 U 
在 点 x 的 切 空间 表示 为 TU( 了 7 表示 “ 相 切 ”)9， 


图 33 这 殷 避 在 点 * 的 铅 空 间 
设 xi 了 一 及 i 一 1，…*y# 是 上 DU 的 容许 坐标 条 ， 则 经 过 所 
*《 了 的 曲线 Fm: 一刀 的 速度 向 量 有 由 公式 (1) 给 定 的 完全 确 
定 的 分 量 ”有 Ri 一 1 ,2( 见 问题 1}。 因 此 ,坐标 系 zr 确定 
一 个 从 五 在 点 * 的 场 空间 到 向 量 (vs，……， vo) 的 维 实 空间 R" 
的 机 射 六 :TU, 一 R"; 此 映射 六 把 数 如 ，-，…,v。 与 曲线 中 的 相 
1) 如 果 读 者 习惯 于 认为 曲 鳅 的 速度 向 量 位 于 曲线 本 身 的 空间 中 ; 刚 一 个 鳅 性 空 闻 


的 一 空间 和 此 线性 室 同 本 身 的 区 别 可 能 导致 某 种 心理 上 的 困难 ， 在 这 种 情形 。 
把 局 想象 为 球面 ;重复 前 面 的 研究 是 育 带 肪 的 3 此 时 了 7。 是 通常 的 包 平 面 。 


as TFT = 


速度 向 县 联系 起 来 ， 


证 明 根据 问题 1, 切 向 最 《 即 彼 此 相 切 的 此 线 :了 一 也 的 
类 {qq}) 是 唯一 地 由 坐标 系 x; 中 的 速度 向 量 的 分 量 所 确定 。 留 下 
要 证 明 每 一 个 向 量 (Cw,,，*……', vs》€ R" 是 某 一 条 曲线 的 速度 向 县 ， 
为 了 要 证 月 这 一 点 、 我 们 只 需 选 择 由 条 件 (xi0p)(7) 一 xi(*) 十 
oz 所 确定 的 曲线 gq 

于 是 在 固定 的 坐标 系 中 ， 我 们 的 切 向 量 和 切 空 间 的 抽象 定义 
与 在 包含 五 的 欧 几 里 得 空间 中 直观 的 小 箭头 为 基础 的 朴素 的 定义 
相 一 致 。 

到 此 为 止 , 我们 的 切 空间 TU; 是 一 个 简单 的 集合 ， 它 没有 峰 
予 性 何 进一步 的 结构 。 我 们 现在 腻 予 TU 以 实 线性 空间 的 结构 . 
固定 一 个 坐标 系 *1s 应 用 前 面 的 定理 , 把 切 向 县 与 盘 头 (ws*……， 
zx 等 同 起 来 , 则 我 们 可 以 对 切 向 量 丰 加 和 用 数 乘 。 可 以 证 明 记 得 
的 运算 与 我 们 所 选择 的 容许 坐标 系 无 关 . 

定义 设 才 ETU,s ETU,，4E€R, 则 用 容许 党 标 系 x*; 所 
确定 的 一 对 一 的 腕 射 下 : TU, 一 民 ? 抬 线 性 组 合 训 十 4396 TU, 定 
义 为 
t+ XX AXn). 
措 句 话说， 借助 于 一 对 一 的 映射 匀 把 集合 R" 与 了 TU, 等同 起 米 ， 
我 们 把 R" 的 线性 结构 输入 到 YU, 中， 

定理 2 线性 组 合 上 十 49 与 出 屠 夺 它 的 定义 中 的 容许 学 标 
系 无 半 。 面 且 仅 依 赖 于 专 ,9 入 

证 明 设 六 : 忆 一 必 ， 1 一 1 是 另外 的 容许 学 标 系 ， 
又 设 了 :TU 一 R* 是 可 在 点 * 的 邹 空 间 到 向 量 (wi，-  …，oo 的 
# 维 实 空间 R" 的 相应 的 上 映射。 上 映射 了 把 数 


ww 一 二 | (yp) fl" (C2) 


与 曲线 类 联系 起 来 ,而且 由 定理 1 知 它 是 一 对 一 的 。 我 们 必须 


* 8 * 


证 明 映射 YX 1';R" -> R* 是 线 柱 空间 的 一 个 同 构 上 映射 。 巴 知 这 
一 肌 射 是 一 对 一 的 。 设 gp:1 一 UU 是 一 条 在 坐标 系 x 中 的 速度 向 
量 有 和 分量 志 的 曲线 。 我 们 现在 求 此 曲线 在 坐标 系 y; 中 的 速度 向 
县 的 分 车 yy,。 举 标 能 用 举 标 wi 表示 为 了 男 数 yj(x1s**'， Xa)。 按 
照 复 全 函数 数 分 规则 ,我 们 有 


六 | 一 bp3 a xilos 
7 一 1 ! 
或 更 简明 地 窟 为 
一 入. (3) 
方程 43) 给 出 了 了 映射 YX 的 显 式 表示 ,而且 此 映射 是 线性 变换 ， 
于 是 上 面 所 引进 的 运算 实际 上 赋予 了 TU。 与 容许 坐标 系 的 选择 无 
关 的 实 4 维 线性 空间 的 结构 . [ 


注 举 标 志和 广 在 定义 域 空间 Rs 一 {z} 和 值 域 空间 R*= 
{yl} 中 是 国定 的 ， 根 据 (3)。 在 这 些 坐 标 系 中 映射 YX- 的 炬 阵风 
好 是 雅 可 丝 第 阵 (8y/8x)。 


6.3 映 英 的 导数 

设 f:U 一 V 是 具有 尝 标 zy:U 一 民 ， 7 一 1，。-"，n 的 # 维 
小 几 壬 得 空间 区 域 忆 到 具有 举 宗 yy: VV 一 RR, 7 一 1 的 mm 
继 殉 几 里 空间 区 域 了 的 可 微 喘 射 。 设 * 是 区 域 了 的 一 点 ; y 一 
f(x) EV 是 它 的 像 (图 36). 

定义 ”所 谓 上 映射 f 在 点 x 的 导数 指 的 是 UU 在 点 * 的 切 空 间 到 
在 点 x) 的 切 空间 的 映射 

js|s: TU 一 TV 

此 映射 把 经 过 点 * 的 曲线 :I 一 5 的 速度 向 量 二 陵 人 经 过 志 
fx) 的 曲线 joeqp:T -> 有 的 速度 向 量 , 即 


Ap )-= 二 
EG je 


| Cop). (9) 


和 和 


* 


锣 36 映射 7 在 点 x 的 导数 的 定名 


证 明 首先 我 们 必须 检验 (4) 的 右 端 与 在 点 x 相 急 的 切线 类 
的 代表 史 的 选取 无 关 , 其 次 验证 映射 1x 是 线性 的 . 设 记 表示 由 
线 9 在 点 x 的 速度 向 量 主 的 分 量 ,而 入 表示 曲线 fog 在 点 1x) 的 
速度 向 量 的 分 量 ， 按 照 复 合 孜 数 微 分 法 则 ,我 们 有 


再 问 i 
方 一 (5) 
此 处 yz es) mm 1， -mm 是 在 坐标 系 wj, 六 中 由 映 
射 了 指定 的 函数 。 定 理 的 两 个 论断 都 包含 在 (5) 中 ， 0 
此 外 ,由 (5) 推 出 下 列 的 注 . 


注 ”假定 在 了 Z。 和 了 Vxr 中 ,我 们 分 别 在 坐标 系 zs yi 中 引 
进 切 回 量 的 分 量 去， 部 ， 则 线性 上 映射 六 | TU 一 了 Vn) 的 于 阵 
是 雅 可 比 官 阵 (8y/8x)。 应 该 强调 映射 请 [: 与 坐标 系 无 关 , 坐 标 
的 来 用 只 是 为 了 证 明定 理 。 

问题 1 采 由 公式 y= ** 给 定 的 里 射 7R 一 RR 在 点 一 0 的 导数 。 

答 fj, 是 直线 TR 到 直线 了 R, 的 把 豆 条 直线 映 到 0 的 误 射 ， 

问题 2 设 产 相 2837 一 是 可 微 爱 射 。 证 明 复 合 肌 射 5 一 8 of: 
Uo 是 可 微 的 且 它 在 点 * 的 导数 等 千 

kl = Ew) or [=, 

问题 3 设 六 5 一 是 微分 同 眶 ， 证 明 映 射 和 和: TUTVitx， 是 线性 

空间 的 一 个 辣 移 庙 射 。 给 出 一 个 说 明 其 逆 不 真 的 恒 子 ( 见 图 37). 


=» 二 和 


本 


图 37 在 每 一 点 的 领 球 内 是 向 分 同 胚 的 瑞 射 可 以 不 是 一 对 一 的 


癌 题 4 设 #R: 一 > 有: 是 由 公式 (x 十 i 六 司 十 记 yi 王 YY 一 所 给 
定 的 上 映射。 证 明 #1 <(x 关 0) 保持 角度 不 变 (在 TR:，TR3 小 欧 几 里 得 结 
构 分 别 由 二 次 型 # 十 帮 和 深 十 这 指定 )。 


6.4 反 函 数 定理 


设 f:U 一 VV 是 从 爽 几 里 得 空间 的 一 个 区 域 到 另 一 个 区 域 前 
可 微 映 射 ,; 又 设 如 基 也 的 一 点 。 
定理 ”如果 导数 
failo: TU, 一 人 Us 
是 线性 变换 的 同 构 也 射 ;, 则 存在 点 xo 的 一 个 邻 域 灰 ， 使 得 / 在 三 


上 上 的 眼 制 
Fly:W — fCW) 
是 生 分 同上 
证 又 切 空 间 TU 和 TVs 的 维 数 是 祖 同 的 ， 因 此 到 域 w 和 vr 的 维 
数 是 相同 的 。 设 ys x*x 是 下 由 的 容许 举 标 ,而 3， ,J 是 中 的 容 
许 举 标 。 贞 射 1 由 函数 加 一 (51 x 6 一 1 所 指定 。 令 
Pitxiy ry Sy Fig 9 Yn) or Ye — Fil gy xn), 
由 肯 设 知 , 雅 可 比 矩 阵 〔 引 /er 。 的 行列 式 椒 等 于 等 , 即 (OFi7Ber) rm 
的 行列 式 不 等 于 零 。 在 点 《xy 也 mm)) 的 一 个 名 城 专 对 函 臻 系 马 , 一 1， 
“sy 应 用 隐 函 数 定理 ,我 们 求 得 
1) 在 点 为 = 所 to) 的 一 个 充分 小 音域 孔 中 存在 * 个 通 数 si 一 (ys 
"Jn)> 司 得 Fy) 03 


1) 反 尔 数 定理 容易 由 隐 冰 定理 导出 ， 反 之 煽 真 。 这 里 我 们 从 麻 订 数 定理 推导 反省 
数 定 理 , 因为 隐 函 数 定 理 经 常 旧 现在 分 析 谨 程 中 ;, 而 反 函 数 定理 通常 孙 作 说 明 而 
给 名 。 关 于 不 肯 隐 范 数 定理 而 作出 的 证 角 ? 例 邵 可 务 考 $314.9。 


， 4l 。 


2) 系统 所 +y2 一 by yeEEy 在 加 附近 没有 另外 的 和 解 z; 

3) 销 数 gity) 在 点 的 入 等 于 点 * 的 坐标 , 而 是 gy 在 点 的 邻 域 E 
内 有 与 项 数 户 相同 次 数 的 连续 可 徽 性 (图 38)， 立 数 pi 确定 了 点 如 王 基 可) 
的 倪 域 到 点 *% 的 一 个 邻 域内 的 可 微 映 射 8; 使 得 fog 是 信 等 观 射 , 令 所 了 1 
二 w， 基 上 陕 射 天 se: 一 5 和 :EW 是 互 雍 的 可 比 肌 射 ;因此 是 微分 同 


请 


Ed 
[3 
gp 
也 E> 
图 给 上 乒 落 数 
向 昌 1 证 明 g《5) 是 点 和 ;的 邻 域 凤 包 含 区 域 上 中 充分 接近 点 各 的 所 


有 的 战 。 


6.3 在 向 量 场 上 微分 同 胚 的 作用 


设 忆 是 欧 几 自得 空间 的 一 个 区 霹 ; Y 基 U 中 的 向 量 场 ， 者 * 


是 民 域 品 的 点 ; 则 wix) 是 切 向 量 , 即 
vs) E TH,, 


设 j:U 一 VY 是 一 个 微分 同 用 . 


uv 


雪 和 


辣 量 场 如 :此 向 轩 声 的 夫 最 通过 对 疝 是 "Co) 求 导数 上 | :得 来 , 即 
《jw = frev tx) € TG), 
问题 1 证明: 营 场 * 是 可 微 的 ( 凤 在 坐标 系 *i 中 由 7 议 连 续 可 微 销 数 


+ 4 = 


?is 3 3) 所 确定 ), 虽 场 je 也 是 可 第 的 (和 如 果 了 是 5 类 的 向 分 同上 时， 
则 它 具 有 相同 的 7). 

提示 。” 兄 公 式 (5)， 

定理 设 j: VU 一 是 一 个 微分 同 有 入。， 则 由 向 量 场 确定 的 


和 恒 叶 替 昌 有 生 


具有 相 空 间 忆 的 微分 方程 
x), xEU (C6) 
等 价 和 于 由 内 最 场 fs™. 确 定 的 具有 相 空 间 TV 的 方程 
(fav)ty), yEV, (7) 
即 :7 一 是 (6) 的 解 当 且 仅 当 fop: 1 一 V 是 (7) 的 解 
证 明 显然 。 


换 和 甸 话 说 ， 设 Pp: 站 D 是 方程 (6) 的 解 ， 又 设 各 7) 一 十 了) 若 
过 点 加 而 癌 交 经 过 不 为 二 下)。 从 的 定义 推 得 


0 8 = 本 
at st | IF fels Ar Te 


= hl) ,= Car)%), 


因此 fow 是 方程 (?) 的 解 ， 我 们 应 用 此 结果 到 北 微 分 同 胚 三 ': V0 上 就 宽 
成 了 定理 的 证 明 ， 


0.6 例 


上 述 定理 人 允许 我 们 去 研究 和 解决 大 量 的 微分 方程 ， 事实 上 ， 
我 们 只 需 取 一 个 已 经 解 出 的 微分 方程 ,然后 应 用 微分 同 昧 ,因此 便 
解 出 了 新 的 方程 ， 

例 1 浇 处 由 平面 向 常 场 C0 ras Wy hs 图 40) 所 确 定 
的 系统 

{2 (8) 


设 f:R’ 一 R’ 大 将 总 (xs x2) 变 为 点 Cy ?2 的 鼎 射 ,此 外 PL 
Xi 十 x; i 此 线性 虎 射 f 是 微分 同 胚 且 它 的 导数 fe |: 
有 和 拖 阵 
1 1 
QO 一 1 ) 


"43， 


因此 新 的 问 是 场 (fr) Cy) 有 分 十 WY Wm Ys 市 量 我 
们 的 系统 等 价 于 系统 
{ Dh 


:Fi 
NS > 此 系统 是 一 维系 统 的 走 积 ， 我 们 
NSNS> / 已 经 研究 过 而 且 已 经 解决 了 。 此 
NS 系统 有 和 蓉 点 (图 41) 而 且 有 形式 


YMA 为 


/ SSNAAAA 一 C0) e's 
» SN y3 一 yO es 
~ 的 解 。 应 用 广 : 回 到 原来 系统 ,我 
们 得 到 旋转 鞍点 (图 42) 和 解 


图 怕 疝 量 场 == 入， 
Wy = XCF) me #1 0 }cosh f 


二 xd Ysinh rs 
KF) = xD) sinh st + x(0) cosh?. 


给 


NINY 


和 
- 


图 41 新 系统 的 相 平 面 图 己 原来 系统 的 相 平 卫 


注 设 * 蚌 一 个 售 置 的 平面 单 摆 对 馈 垂 线 的 小 偏离 角度 《图 
43)。 则 在 适当 的 单位 系统 中 ， 单 摆 的 运动 方程 取 形 式 一 x0 


实际 上 ,对 于 小 的 x* 和 和 呈 gin? 可 以 用 时 一 * 来 近似 代替 .在 最 高 和 最 低 
平 厦 位 置 附近 ，、 单 振 方 程 右 映 莽 一 符号 可 解释 如 下 . 在 最 高平 衡 位 置 秽 一 个 邵 
丘 内 ,重力 撼 ( 备 重 ) 使 单 拓 在 它 的 煤 笑 方向 运动 ,因此 半 二 十 *。 在 最 刁 平 本 位 
据 时 ,下 力 矩 司 单 探 在 烦 族 方向 根 反 的 方向 运动 ;因此 之 = 一 x， 


十 二 上 = 


令 一世 一 x 则 对 于 铅 牙 平衡 位 置 的 小 偏离 , 单 援 的 运动 


方程 取 形 式 (8)， 
问题 1 42 的 各 种 相 曲 线 对 应 闭 单 摆 的 何 种 运动 ? 


国 李 旺 高 平等 位 置 附近 的 单 把 图 4+ 单 援 方程 (7) 的 向 迁 场 


例 2 如 果 我 们 记 * 一 +， x 一， 则 最 低 平 衡 位 置 时 单 捍 
的 小 振动 方程 # 一 一 + 化 为 系统 
人 一 人 (9) 
区 
阿 量 场 (图 44) 的 形式 启发 我 们 利用 航 坐 标 
rt eos Yr fF ding, 
这 些 公式 给 由 了 半 平 面 + > 0 到 除去 点 0 的 平面 fx， xz 上 的 一 
个 可 短 映 射 (图 45)。 此 映射 不 是 答 分 同 有 是。 可 是 对 于 区 域 耻 ,我 
们 本 以 选取 除去 任何 射线 (例如 射线 x > 号 的 平面 (， x,), 而 对 
于 区 域 ,我 们 可 以 在 半 平 面 r >> 0 中 选取 带 形 0 二 6 < 2x.。 则 
1f:U 一 VV 是 微分 同 迁 ,而且 在 了 中 系统 (9) 等 价 于 性 中 的 系统 , 即 
(图 46) 
| r= 人 0, 
d= —1., 
tT 日 


闫 2 
ky 


a nn 


图 性 极 " 举 标 ” 
<“ 43 。 


图 析 在 极 举 标 中 单 捍 方 程 的 相 曲 让 


此 系统 的 解 是 
re) rt0); OD) = HO0) — 1 
因此 原 系统 (9) 有 解 
(2) = rocosfBo — rt) to sin — 2). 

问题 2 ”验证 这 些 公式 对 所 有 的 + 但 不 是 刚好 对 一 切 (x x2) EV 给 出 
了 系统 (9) 的 所 有 的 解 . 

问题 3 ”证明 相 曲线 是 欧 (图 条 )。 而 及 ! 推进 时 射 gr 形成 平面 上 的 单 
参数 线性 变换 群 ,此 处 gr 为 转角 为 上 的 旋转 卫 有 形式 为 

co 5int 
) 


一 Sn tost 


的 矩阵 ， 


图 47 在 直角 举 标 中 图 局 单 捍 方 程 的 
单反 方程 的 相 曲 线 猴 分 曲线 

回 到 单 提 方程 # 一 一 *， 我 们 发 现 单 摆 实 现 简 谐振 动 tx 一 roX 
cosfeu 一 1))， 它 的 周期 等 于 2x 而 且 此 周期 不 依赖 于 初始 条 件 . 

问题 * 系统 (9) 的 积分 曲线 是 什么 ? 

答 ”共有 公共 轴 * = *, = 0 的 螺 距 为 了 一 28 的 螺旋 线 ; 此 处 螺旋 线 
的 轴 也 是 积分 曲线 * 和 图 48)， 

侧 3 考虑 系统 


和 


i x wl C—O i}, 
Rs = Tl CO (10) 
它 愉 系统 
i 
{6 Wh (11) 
转 挤 为 直角 举 入 +, 一 了 cos 8，+, 一 rsinl 得 来 ， 实 际 上 ; 系统 (11) 等 价 于 
( 按 极 上 举 标 非 肉 一 性 所 含有 的 通常 约定 ) 系 统 
{ = Tr 4 二 3 
2 rr xy 
此 系统 当 开 允 一 rl 一 下) 时 化 为 系统 (102， 
于 是 ， 我 们 必须 研究 具有 fr) = rt1 一 +*) 的 系统 (11)。 首 先 我 们 征 
究 在 半 平 面 C(t, "中;， >0 中 ,方程 * = flr) 的 积分 曲线 (图 494: 往 意 在 直 


n 


图 49 方程 *+ 二 ri 一 +") 的 积分 曲线 和 
系统 4107 在 设 瞧 标 中 的 相 曲 线 


19001905 1910 1915 1920 1925 1930 1935 
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图 50 系统 t10) 的 图 51 在 加 章 大 野猫 和 兔子 数 司 的 振 莫 
相 曲 线 , 极限 环 
国 47 


线 上 的 向 量 场 ， 一 f(r) 有 三 个 青 点 r = 年 ty 0, 此 处 场 指 疝 点 r = 土 1 而 
离开 点 r 一 0。 半 平面 《+, 6), +>0 上 的 相 曲 线 通过 作 一 个 话 转 而 得 到 ( 因 
8 一 9, 一 :)。 回 到 直角 坐标 系 , 我 们 得 到 图 50 所 表示 的 图 形 ， 曲线 mm 一 
= 一 0 是 唯一 的 闸 点 ， 在 这 点 洒 近 出 发 的 相沿 线 , 当 :增加 时 高 开 此 点 ,并 
且 当 * 一 十 co 对 相 曙 线 在 内 部 缠绕 园 =; + 号 一 1。 此 回 本 身 是 相 曲 线 , 它 
称 为 级 限 环 。 可 是 ， 车 初始 条 件 位 于 回 盘 怠 十 性 <1 之 外 , 则 当 本 9 十 
时 , 相 曲 线 从 外 部 缠绕 极限 环 且 对 负 的 : 相 曲 线 趋向 无 穷 远 ， 

执 限 环 描述 了 自治 系统 运动 的 稳定 的 周期 特征 ， 例如 xz， 和 x, 可 以 
表示 层 狂 和 兔子 对 它们 平衡 值 这 离 的 数值 (对 应 的 生态 学 的 方程 严格 地 说 并 
非 是 (10) 的 形式 ,但 具有 类 似 的 性 质 )。 层 猫 和 免 闻 数量 的 周期 振荡 与 极限 
环 相 对 应 。 它们 被 此 闻 在 相位 上 作 某 些 移动 。 在 田野 上 实际 观察 结果 ， 只 
有 时 独 数量 灌 后 的 振荡 (图 51). 

在 平稳 的 外 界 条 件 下 , 获 定 周期 拔 葛 发 生 的 另外 例子 由 时 钟 共 汽机 、 电 
铃 . 人 类 的 心 胜 , 产生 无 线 电波 的 真空 管 振荡 、 仙 王座 型 的 各 种 星星 等 提供 ; 
这 些 结构 中 的 每 一 种 的 运转 都 由 在 适当 的 相 空 间 中 的 极限 环 来 描述 ， 可 是 ， 
认为 所 有 的 振 萝 过 程 都 出 投 限 环 末 描述 那 是 错误 的 , 事实 上 , 在 多 维 相 空 间 
中 , 相 曲 线 的 更 复杂 的 狂 能 是 可 能 的 。 在 这 方面 ,我 们 引用 陀 媒 的 进 动 , 行 显 
和 和信 造 卫 星 的 运动 ; 包括 绕 它 们 的 轴 的 旋转 (这些 运 动 的 非 周期 性 是 历法 的 
复杂 性 和 预报 湖水 的 困难 的 原因 ), 以 及 在 磁场 中 带电 和 于 的 运动 ( 奥 洛 拉 - 
布雷 利 斯 《Aurors Borcalis》 现 象 发 生 的 原因 )。 还 可 参考 524 和 § 25.6。 


。 各 。 


第 二 章 基本 理论 


在 这 一 章 里 ,我 们 叙述 常 微 分 方程 理论 的 基本 结果 ,社论 解 和 
首次 积分 的 存在 性 与 唯一 性 以 及 研究 解 对 初始 条 件 与 参数 的 依 一 
性 。 我 们 把 证 明 放 在 第 四 童 进行 , 在 这 一 章 中 我 们 局 限于 讨论 各 
种 结 困 彼此 之 闻 是 怎样 关联 的 ， 


$7 常 点 附近 的 向 量 场 


落 碟 由 二 维 相 空间 嫌 中 的 光滑 向 量 场 确定 的 微分 方程 
一 vx), TEU. C1) 
设 x U 是 回 量 场 的 常 点 ,因此 (xzo) 关 0《【《 图 527)。 


7-1 常 微分 方程 理论 的 基本 定理 


+ < oo, 则 对 PE -的 0" 半 的 久生 加 际 - 

设 yy: R? 一 民 ， i 一 1，……,# 是 包含 区 域 钱 的 欧 几 里 得 空 
刘 的 直角 坐标 ,内 此 向 量 aa 有 和 分量 1，,0,… ,0. 按照 $6、 基 本 定 
理 可 以 叙述 如 下 : 

在 常 点 忒 的 鞠 分 小 分 域 六 中 微分 方程 (1) 等 价 二 特别 简单 的 
方程 0) 
Ye@, yeEW, 

旺 等 价 于 区 域 太 中 的 方程 组 (3) 


| 电 和 有 电 


"4 


下 面 是 基本 定理 的 另 一 种 等 价 的 表示 法 :在 常 点 x 的 充分 
外 各 域 了 内， 个 下 放 坟 下 个 于 学 条 (ys, “""» yo) 使 得 方程 


Ww 

ee 

6 到 
Ty | 


ba 


图 5 商量 砚 Y 的 党 点 加 轩 53 慌 助 于 莪 分 同 旺 f 启 量 场 的 肖 化 


基本 定理 是 与 线性 代数 中 二 次 型 的 化 简 或 算 子 的 矩阵 化 成 标 
准 形 的 定理 具有 相同 特征 的 一 个 论断 ， 它 给 出 了 常 点 za 的 邻 域 
内 向 量 场 和 微分 方程 (1) 的 局 部 性 能 的 彻底 的 描述 。 方程 (1 和 向 
量 场 的 各 种 局 部 性 能 都 可 化 为 平凡 方程 《27 的 情形 ， 基 本 定理 的 
证 明 将 在 $ 32 给 出 ， 


7.2 前 


基本 定理 可 以 称 为 直 化 《rectification) 定理 ， 因 为 方程 2) 的 
相 曲 线 和 积分 曲线 是 直线 . 图 54 表示 单 损 方 程 欧 “让 化 学 标 ” 的 
水 平 线 y; 一 const. 
问题 1 直 化 坐标 六 是 唯一 确定 的 吗 ? 
证 明 : 在 ”= 1 时 ,坐标 ?在 憩 射 变换 y' 一 ay + 上 5 内 确定 . 
问题 2 对 下 列 区 域 恕 中 的 每 个 向 量 场 男 出 直 化 坐标 的 水 平 线 : 
(a) w= me +t D8 UU = {ty task 0}; 
Ch) w=e + sinxe, Um Ri; 
(0) met (ox) DU {r wli<r<1). 
“向 晤 3 假定 在 R' 中 我 们 给 出 了 一 个 (可 微 的 } 切 平面 R' 和 的 场 ， 卉 忠 
于 适当 的 微分 同 肚 , 使 在 一 点 的 分 域内 此 场 总 是 能 直 北 吗 《 即 变形 为 一 平行 
平面 场 )? 
提示 郑平 面 场 能 直 化 , 则 它 是 与 曲面 族 柜 切 的 平面 场 。 
答 ”不 可 能 ， 例 如 考虑 R: 中 由 法 钱 ”el + e， 所 推定 的 场 。 不 存在 这 
。50 。 


用 


54 单 各 方程 的 直 化 
样 的 曲面 ， 它 在 每 一 点 以 这 一 方向 
作为 法 线 ， 
“问题 #4 ”假定 疝 量 场 "在 区 域 
5 中 无 奇 点 ， 大 们 能 否 在 整个 区 域 
上 中 直 北 此 场 , 妇 基 本 定理 对 =U 
是 否 为 雇 ? 
担 示 ”在 平 症 后 构 造 相 曲 线 如 
图 55 所 示 的 场 . 


图 55 在 整个 平面 上 不 能 
7.3 ”存在 定理 家 化 的 曲线 六 


从 基本 定理 立即 推 得 

推论 1 存在 方程 1) 满足 初 给 条 件 Ca) 一 xn 的 和 

证 明 若 V0) 一 0 风 令 9 三 有 ,又 车 Ta) 关 0， 则 
由 基本 定理 知 方程 C1) 在 点 王 的 一 个 邻 域内 等 价 于 方程 (2). 但 
方程 (2) 有 解 省 ( 哪 一 个 ? ) 满足 初始 条 他 (0) == yo 一 20). 
因此 与 方程 《2) 等 价 的 方程 (1) 有 满足 初 给 条件 (ti 一 ao 的 
解 。 


7.4 局 部 唯一 性 定理 


从 基本 定理 还 可 立即 推 得 下 面 的 推论 . 
推论 2 设 :1 一 U0， gu: 一 UU 举 方 各 (1) 的 洲 尾 司 禄 
始 索 件 
Po) mp) = Ko RE) A 


" #1 = 


的 两 个 乱 , 则 存在 包含 的 光疗 ,在 此 区 间 上 9 = 多 
证 明 对 于 方程 (2) 来 说 这 是 很 明显 的 ,但 方程 (1) 在 点 x 
的 充分 小 邻 域 内 等 价 于 方程 (2). 
注 我们 不 久 将 看 到 限制 w(x) 关 4 可 以 去 掉 。， 当 * 呈 1 


时 ,此 结论 已 在 $2 中 证 过 了 ， 


75 局 部 相 流 


设 Y 是 相 空 间 U 中 的 向 量 场 ;Zw 是 如 中 的 一 点 ， 

定 尽 ”所谓 由 点 % 的 一 个 邻 域内 的 向 量 场 Y 确定 的 局 部 相 
流 指 的 是 一 个 三 重 结 构 (1, V。, 8), 它 由 实 + 轴 的 区 间 了 工 一 {1€ 
及 ,| :| 二 8}, 点 za 的 邻 域 7 和 积 觅 射 g,7 X Vo 一 U 所 组 成 ， 而 
且 它 潢 足下 列 三 条 性 : 

17 对 于 固定 的 1€ 1, 由 g'x 二 g(1, x) 确定 的 喘 射 g': Vr 
V 是 一 个 微分 回 胚 ; 

2) 对 于 固定 的 x€ Vo 由 9 一 Ex 所 确定 的 映射 :1 一 
U 是 方程 (1) 满 足 初始 条 人 忻 qg(0) 一 x 的 解 ; 

3) 群 的 性 质 gr''z 一 是 (8 和 各) 对 所 有 的 使 右 端 有 意义 的 开 ， 

# 和 + 都 成 立 ;此 处 对 每 个 点 KE Vo, 存 在 一 个 邻 域 V,xEVCV 
和 一 个 数 5 > 0, 使 得 右 端 对 js1 三 5, 1z| 二 5 和 所 有 和 < 部 
是 有 定 久 的 . 

例 1 湛 虑 欧 儿 里 得 空间 R* 的 区 域 U 中 的 向 量 场 了 一 所 
构造 在 点 XE 5 的 一 个 邻 域内 的 
下 列 的 局 部 相 流 。 从 中 心 在 点 对， 
边 长 为 ts 的 立方 体 出 发 《图 56)。 
对 于 充分 小 的 8， 这 一 立方 体 全 部 
包含 在 媚 中 。 设 FV, 表示 边 长 为 28 
《原来 立方 体 的 一 半 ) 中 心 相 同 的 较 

图 56 注 程 主 一 的 小 的 立方 体 的 内 部 ， 再 设 了 是 区 间 

局 种 相 尖 上 之 5, 然后 我 们 由 公式 gC 到) 一 
生 士 ez 定义 映射 &。 : 
= 3 


问题 1 验证 条 件 1)，2) 和 3) 对 此 例 是 满足 的 。 
基本 定理 的 另 一 直接 结果 为 下 面 的 推论 


定 一 个 局 部 相 流 . 
证 明 ”此 结论 对 方程 (2) 已 经 证 过 了 。 但 根据 基本 定理 ,方程 
(1) 在 亚 点 的 一 个 充分 小 邻 域 内 等 价 于 方程 (2)。 1 


更 详细 一 点 设 (os 1 是 在 点 Fo 一天 的 一 个 部 城 灰 中 场 电 的 
局 部 相 流 ,此 处 天 一杯 是 家 更 在 基本 定理 中 的 徽 分 同 且 ， 则 所 需要 的 相 
流 是 Cy Vs 8), 此 处 VW 一 CH 且 # = fohr'of (图 57), 


图 57 应 用 微分 同 肘 17' 大 走 化 方程 的 局 部 相 施 G3 Ws; 人) 
得 到 局 部 相 访 CU Foy 8 

注 1 特别 ,推论 3 断定 

1) 存在 区 间 |z| <6， 在 此 区 间 上 方程 (1) 满 足 充分 接近 x 
的 任何 初始 条 件 的 解 是 有 定 闵 的 ; 

2) 解 ptz] 的 人 秆 连续 且 可 微 地 依赖 于 : 和 x ( 若 场 v 是 C" 类 
的 , 则 解 也 是 C7 类 的 ). 

注 2 我 们 不 久 将 看 到 限制 w(x) 关 0 可 以 去 掉 . 

问题 2 证明: 对 于 充分 小 的 |! 一 |， 满足 初始 条 件 铬 和 ) = zo 的 
解 忠 的 值 %(t 关于 ,xs 和 + 是 可 微 的 . 


7.6 关于 参数 连续 依赖 和 可 推 性 定理 


从 前 面 的 定理 立即 推 得 推论 4， 
推论 4 设 
F(T), IEDU 《1 
是 一 个 全 分 方程 族 。 它 在 相 宁 侧 避 中 由 C" 类 的 县 可 繁 地 《C- 类 


=» 53 = 


的 ) 依 赖 于 参数 a€ 4 的 癌 量 场 Y 确定 ， 此 处 4 是 欧 几 里 得 罕 间 


本 电 放 有 唱 哩 里 


的 一 个 区 域 假定 v(xos a) 基 0， 则 对 于 充分 小 的 | lr| ,lx Xl 
和 ja 一 mj ,方程 (1.) 满 尽 初始 条 件 pC0》 一 xX 的 解 p(tz) 的 值 可 
微 地 (C" 类 的 ) 依 赖 于 1, 下 和 a 
证 明 这 里 一 点 小 技巧 帮 了 忙 。 在 直 积 U x 4 中 考 典 向 量 
场 (v(xX; el， 0) 图 58); 对 应 的 方程 组 为 
{ * m TE (4) 
= 0, 
由 前 面 的 定理 知 ， 对 充分 小 的 |，| 一 of 和 1e 一 mi， 方程 
《4 的 解 可 微 地 依赖 于 1:, x 和 &. 
但 是 方程 4) 满足 初始 条 人 性 (x, a) 
的 解 是 (g, 9)， 此 处 是 方程 (1,) 的 满 
足 初始 条 件 gt 一 太 的 解 ,因此 (09 
也 可 微 地 依赖 于 1, x 和 a. | 
注 以 后 将 会 证 明 , 条 件 Cm; 号) 


办 58 扩张 系统 六 一 闪 0 可 议 去 掉 . 
Ty 站 一 0 的 相 空 间 


7.7 延 拓 定 至 
设 v 是 区 域 U 中 的 向 量 场 ; Ky 是 U 的 一 点 ， 
定 义 ” 若 存 在 方程 C1) 满足 初始 条 件 yt15) 一 zo 的 且 对 所 有 


| 


解 对 所 有 ;: 空 纪 或 所 有 :< 志 %) 有 定义 ;> 则 我 们 说 此 解 可 以 向 前 (或 
向 后 ) 无 限 延 折 - 

设 械 是 区 域 避 的 子 梨 。 漆 存 在 方程 (1) 满 足 初 始 条 件 多 ft) 一 
E 且 在 区 间 所 1 把 T 上 有 定义 的 解 8; g(tT) 属于 TT， 则 我 们 
说 此 解 可 以 向 前 延生 至 F。 向 局 延 拓 至 并 可 类 似 地 定义 . 

设 王 是 包含 点 tw 的 区 堪 厂 的 紧 歼 党 3 工 表 示 了 的 边界 《即使 
得 x 的 每 一 个 邻 域 包 含 余 集 NF 中 的 点 的 x€ 下 的 点 集 )。 假 
定 区 域 U 中 的 向 量 场 vw 没有 nk 人 定理 推 得 


54 。 


F 的 记者. 这 种 延 扼 在 下 列 意 义 下 是 唯一 的 ; 任意 两 个 满足 同样 
”还 明 首先 我 们 证 明 唯 一 姓 、 设 了 是 使 解 9: 和 9 在 区 间 “sxsr 中 
的 一 急 : 相 重合 的 数 集 * 的 集 的 上 确 界 
(图 59)。 假定 是 两 个 定义 区 间 的 内 
点 ， 由 于 9: 和 9: 连续 ， 因 此 9,(7) 一 
FT)。 由 局 部 崔 一 性 定理 知 ， 久 与 9: 
在 点 的 一 个 叙 域 内 相 重 合 ， 因 此 不 
能 是 上 确 界 。 因此 工 必须 是 一 个 定义 区 


间 的 端点 ;而 且 对 于 上 区 和 :这 两 个 解 在 这 图 59 从 局 部 唯一 性 定理 
些 区 间 的 公共 痢 分 上 相 重合 ，5< 的 情 推出 延 托 的 唯一 性 
形 可 以 类 似 地 处 理 . 


现在 我 们 构 井 延 拓 ， 如 果 丙 个 解 在 定义 区 疗 的 交集 工 重合 , 别 它 们 可 以 
组 合 而 形成 一 个 定义 在 这 些 区 则 并 集 上 的 和解 (图 60 放 ， 设 了 是 = 的 上 确 界 。 
对 于 7 存在 方程 (1) 的 满足 初始 条 御 p(w) 一 到 的 解 p， 且 对 起 1< 7 的 
所 有 #4.q9(7) EF， 由 起 设 知 # 所 7T 和 中， 若 了 一 名 则 解 可 以 无 限 地 向 前 延 
拓 。 想 定 T< oo, 则 如 现在 我 们 可 证 明 的 :存在 一 个 对 所 i:<T 的 一 切 : 有 
定义 的 解 9: 司 得 p(T 了) tT. 事实 上 , 由 推论 3 知 每 一 点 mw EU 都 存在 一 


网 的 征 拓 的 构造 图 61 冯 念 了 工 在 内 的 延 拓 到 时 刻字 的 存在 性 


个 邻 域 P(x) 和 相应 的 数 民品 )>0， 使 得 对 所 有 的 < Vo tz) 存在 满足 
官 始 条 件 p(s) 一 < 且 定 义 在 | 一 吉 | <8 内 的 解 间 ( 即 争 一 gtax)。 因 
为 是 紧 致 集 ; 我 们 可 以 从 这 些 点 mw 下 的 邻 城中 选取 党 合 下 的 有 限 狗 盖 ， 
设 >0 是 有 限 个 相 庶 的 数 e(*%) 中 的 最 小 的 一 个 。 由 于 了 是 上 和 确 界 ,因此 
在 工 一 和 了 之 间 存 在 一 个 +, 使 得 对 区 间 h 殷 t 生 7 的 一 切 上 均 有 9[ 生 和 
F. 特别 pCr) EF， 即 点 9(r) 被 有 限 覆 盖 的 一 个 邻 感 闭 住 ， 因 此 ，, 存在 满 
足 初始 条 坤 Pp'(7) 一 p(T) 且 定 义 在 [一 Ff|<5 内 的 一 个 解 《图 517)， 
由 唯一 性 定理 知 与 争 在 整个 定义 区 间 的 变 集 上 相 午 合 。 因此 ， 我 们 可 以 
= 号 > 


利用 9 和 wr 去 构 记 定义 在 i:<r 十 5 上 的 解 m 特别 P(r) 存在。 

景 后 ,如 果 去 2<T。， 则 我 们 证 有 明 “C6) EF. 素 实 上 ,每 一 个 满足 初始 
条 件 (一 月 对 性 和 4 有 定义 的 解 必 与 ¥ ”重合 ( 叭 一 性 )。 车 
四 (6) 一 2) 不 属于 天 则 不 是 党 合 {fT: 人 EF 二 ff} 的 上 确 界 . 
此 外 q(T) ET。 素 实 上 8"(T) EF 是 点 列 8 C01) EF， 当 -7 时 的 
报 限 ; 另 一 方面 :每 一 个 区 了 工 为 左 端 点 的 区 间 包 含 使 "(3) 不 属于 的 点 7 
因为 吾 唱 的话 对 工 的 某 一 个 分 域 的 一 切 !， 所 有 的 点 时 晤 将 属于 f， 因 而 
工 不 会 是 上 确 界 。 这 证 明了 向 前 延 拓 的 定理 。 +< 的 情形 可 以 类 伏地 处 
理 . [ 

注 ”我们 不 入 将 看 到 ; 对 一 切 x€ UU， 限制 w(x) 咏 0 可 以 
去 掉 ， 

例 1 即使 了 是 整个 欧 几 里 得 空间 , 租 也 不 一 定 能 无 随 延 拓 ， 例 如 = 一 
1 VI) 盖 刀 十 工时 (图 52)。 

例 2 考虑 单 摆 方 程 4 一 #s 一 一. 设 是 去 挤 举 标 愿 点 的 平面 
(x 5)3 上 是 欧 级 1 寺 ||! 夸 2， 则 满足 初始 条 件 ze 二 1， zo 三 0 
的 解 可 以 无 限 地 自 拓 ， 


eR 
图 62 方程 六 二 局 十 1 的 解 不 能 图 好” 单 损 方程 的 解 可 以 无 限 
无 限 向 前 或 向 后 迈 拓 延 拓 : 但 保留 在 图 冀 F 内 
问题 1 对 什么 样 的 初始 条 件 , 具 有 极 根 环 的 方程 ( 见 $5.6, 例 3) 的 解 
可 以 无 限 延 拓 ? 


问题 2 假定 方程 (1) 的 每 一 个 解 可 以 无 限 地 向 前 与 向 后 延 拓 ， 设 a! 表 
示 : 推进 映射 ( 净 相 空 疗 可 的 每 一 点 = 肤 人 满 生 初始 条 件 PC(0) 一 和 的 入 
Pt?) 的 值 )， 还 明 {8*} 是 忆 的 单 劝 数 微 分 同 旺 群 . 


1) 如 同 证 明显 然 的 定理 时 带 岗 的 那样 ， 进 行 延 扰 定理 的 证 明 比 读 完 证 明 更 为 容 
易 . 


a 生生 。 


§8 在 非 目 治 系 统 上 的 应 用 


班 在 我 们 研究 非 目 治 方程 
评 一 交 (1 入 )， C1) 


它 的 右 端 在 扩张 相 空 间 R"" 二 RRX R", :ER, xER* 的 区 域 
U 上 上 确定 (图 54)， 


8.1 非 身 治 系统 的 基本 定理 


设 (mw，z) 是 区 域 U 的 一 点 , 则 由 基本 定理 容易 推 得 
推 沦 6 在 U 中 存在 点 (%, 玖 ) 的 -个 等 墩 了 和 此 等于 7 隧 到 


具有 华容 1, 7 …，y。 的 (> 十 1) 维 欧 几 里 得 空间 区 域 耳 上 的 微 


加 


方程 


4 
7 一 站 了 一 (ny (2) 
dr 
写 
Sw 
rr 
一 一 和 = 
加 : 加 fi 


置 64 模 助 于 扩张 相 宏 阐 的 微分 同 肘 ;积分 曲线 的 直 化 


这 样 一 来 , 微分 同 胚 于 将 点 (*, x) 卫 和 点 (zs 7), 而 :保留 不 
变 。 这 种 等 价 意味 着 p:1 -> 了 是 方程 (1) 的 解 当 且 仅 当 fg: /一 
WW 是 方程 (2) 的 解 . 

土 述 推论 等 价 于 基本 定理 。 此 推论 的 一 个 直接 证 明 将 在 $ 32 
给 出 . 

何 题 I 试 从 基本 定理 推出 推论 6。 

问题 2 试 从 推论 6 推出 基本 定理 ， 

+ 37 。 


8.2 存在 定理 


由 推论 6 明显 地 推 得 
推论 7 对 于 充分 小 的 1: 一 sl1 存在 方程 (1) 满足 初始 条 从 


Po) = Ko EU 的 解 ， 


38.3 唯一 性 定理 
推论 6 的 一斑 扣 全 二 全 扒 认 8. 


| 


证明 我 全 膏 注意 到 此 结论 对 方程 (2) 显 然 是 正确 的 . 0 
注 在 方程 (I) 中 , 当 Y 不 依赖 于 :时 , 应 用 推论 8, 我 们 发 现 
$7.4 推论 2 中 的 Y(w) 天 0 的 要 求 可 以 去 挤 . 


3.4 可 微 性 定理 


设 一 YE) 是 扩张 相 空间 区 域 上 中 的 向 量 场 ， 在 非 自 
治 系统 ，* 推进 映射 不 形成 单 参数 变换 群 。 然而 。 我 们 可 以 定义 
“5; 帮 ) 推 进 有 映射 "如 下 : 

定义 ”所谓 在 点 (as zw) 的 邻 域 内 由 场 Y(t， x) 所 确定 的 局 
部 变换 族 路 指 的 是 和 三重 结 构 (TV 8), 它 四 包 洛 的 实 轴 上 的 
区 间 了, 相 空 间 询 点 和 的 邻 域 Vo 和 了 映射 8:1X IX Vo 一 U 组 
成 , 且 满 足 

1》 对 于 国定 的 ay ET 由 多 (有 8g(12; 二 和) 所 定义 
的 了 献 射 g 久 :CV Xx 5) 一 上 是 一 个 微分 同 且 《在 平面 7 一 的 一 
部 分 上 ); 

2》 对 于 固定 的 xEVo 2€1, 向 (p00, DD) = gr bh, x) 
所 定义 的 映射 9 是 方程 C1) 满足 初始 条 件 oo 一 x 的 解 ; 

3) 类 已 于 群 性 质 的 性 质 

ENCX, 一 ggH(K, 7), 

对 于 记 有 使 右 端 有 定义 的 一 切 x 5 大 和 加 都 成 立 { 图 65); 此 处 


:5 。 


一 点 和 下 € Vo， 在 在 一 个 邻 域 V, x EVCV 和 一 个 数 35 盖 0， 
使 得 右 端 对 | 一 二 5,1 玫 1，2,、3 和 一 切 xEV 都 有 定 
多。 

现在 由 基本 定理 立即 推 得 推论 9。 

推论 9 向 量 场 w (5 x) 在 点 (如 
xc) 的 邻 域内 确定 一 个 局 部 变换 族 ， 

证 明 与 推论 3 区 做 . 

注 把 扩张 丰 空 间 内 每 一 个 平面 PE t= 四 
t 一 各 相 空 间 等 同 起 来 ， 我 可 以 认 
为 缺 射 g# 是 相 空 间 区 域 映 人 相 空 间 区 
域 的 微分 同 有 是 .在 方程 人 1) 是 自治 的 ,而 Y (t,x) 一 Y (x) 与 1 无 
关 的 特殊 情形 ,微分 同 还 ga 只 依赖 于 差 请 一 一 生 与 C4 一己 ) 推 
进 有 映射 重合 。 这 从 唯一 性 定理 和 下 述 囊 实 推 得 ,如果 x 一直 () 
是 自治 方程 的 解 , 则 x 一 gt 十 CC) 也 是 它 的 解 . ) 

于 是 推 沦 9 包含 了 推论 3, 而 把 它 作 为 自己 的 特殊 情形 , 但 没 
有 限制 ¥ Cx) 关 0. 

问题 证明 恰好 依赖 于 5 一 当 且 促 当 4 与 7 无 美 ， 


图 丰 局 部 变质 族 


8.5 ”对 参数 的 依赖 性 


下 烈 命 是 也 是 基本 定理 的 一 个 自然 结果 
10 可 V(t, x, a) 是 CG 次 可 咎 地 依 炽 十 低 数 冯 


昌 吧 有 和 晶 申 


pC 一 的 和 的 什 90D 次 可 保 人 人 入 了 2 和 和 人， 
证 阴 类似 于 推论 4， 
注意 推论 10 不 管 是 否 为 零 均 可 应 用 , 因此 ,推论 + 在 没有 
限制 x (x) 天 0 的 条 件 下 得 到 了 证 明 . 


8.6 延 丘 定理 


设 二 Y(t, XX) 是 扩张 相 空 间 区 域 U 的 向量 场 ; 《nm mm) 是 
U 的 一 感 ;F 是 包含 这 点 的 紧 致 集 ( 图 66)， 则 由 基本 定理 立即 推 


" 4 = 


得 


证 明 “ 闫 似 于 推论 5， 
问题 1 证明 : 即使 场 * 有 毒 点 ， 


之 推论 5 仍 有 效 . 
2 问题 2 假定 方程 (1) 的 每 个 解 可 
也 向 前 或 向 后 无 限 延 哲 :证 明 gt 是 可 
空间 到 它 衣 身上 的 微分 同 是 ， 
问题 3 此 外 :还 上 很 定向 景 场 * 关 
图 妈 艇 范本 到 扩张 相 空 间 于 时 间 是 周期 的 ; 因此 , 对 于 一 切 : 和 
的 紧 余 集 FF 的 边界 有 v(t T, x) 一 vw(!, zz). 证 上 明 微 
分 同 是 { 中 7} fa 为 莹 向 形成 一 个 群 即 
”二 4， 
此 处 4 一 如- 下 列 两 个 关系 中 哪 一 个 是 真 的 ， 


arte A gtr 849 


$9 在 高 阶 方程 中 的 应 用 


所 谓 " 阶 的 微分 方程 ,我 们 指 的 是 下 列 形 状 的 方程 


dr dr 他? 
2 一 了 (4 各 dp” 0， (1 
此 处 Flwos wy，-**, us) 是 定义 在 区 域 口 中 的 可 微 函 数 (C' 类 的 ， 


r 之 1), 


9.1 nn 阶 方程 与 有 nn 个 一 阶 方程 的 方程 组 的 等 价 性 

所 谓 方 程 (1) 的 解 , 我 们 指 的 是 一 个 从 实名 上 的 区 间 sa 一 :< 
{此 处 一 o 二 a < 天 5 执 十 oo) 到 实 疆 的 C 肌 射 :1 一 民 ， 它 请 
是 

1) 对 每 个 站 了 ,坐标 为 


一 [| 


d 4 
Ho™— ry Wi = LT), Ky = 下 
dz 


Hae ™™ 和 | 
di pF 


1=F 


的 点 属于 区 域 UU; 
2) 对 于 每 个 EI 


好 中 | = r( 各 | A | ) 
dr | os Ty pr) pt Es 多 Ce ] =。 生 


例如 , 困 数 gt) 一 sint 和 PC 一 cosy 都 是 单 摆 的 小 振动 


方程 
cr 


I ts xER 


的 解 ， 

正如 $1.5 例 5 所 指出 的 , 单 探 方程 的 相 空 间 是 平面 (+, #). 
现在 我 们 考虑 对 应 于 # 阶 方程 (1) 的 相 空 间 维 数 问题 ， 

定理 方 符 (1) 在 下 津 章 久 下 等 份 二 有。 个 一 阶 方 各 的 方 和 
组 


申 
ri 


(22 


x = Flr, Ti ss rs 


pw-5) 是 方程 组 (2) 的 解 ; 友 之 ,车 (ps5;，………。) 是 方程 组 (2) 
的 解 , 则 9; 是 式 (1) 的 和 

证 明 显然 . 

因此 , 由 > 阶 微分 方程 撒 述 的 任何 过 程 的 相 空 间 是 维 的 ,过 
程 9 的 整个 性 态 由 在 时 刻 a 指定 的 > 个 数 ， 即 阶 数 小 于 * 的 四 的 
导数 在 六 的 值 所 决定 。 


“和 1 ， 


例 1 单 摆 方 程 等 价 于 在 $1.6 和 $6-6 中 已 研究 过 的 方程 组 
过 = Fy 
例 3 方程 三 一 0 等 价 于 方程 组 
{ LF 
:= 0， 
容易 找到 此 方 在 给 的 解 为 rif 一) 一 CR 一 20 十 04 因此 ， 
方程 * = 0 的 解 为 上 的 一 次 多 项 式 . 
问题 3 证 明 方 程 必 */ar 一 0 为 所 有 次 数 小 于 * 的 多 项 式 所 请 足 , 而 
且 只 能 为 这 些 多 项 式 所 满足 。 


32 存在 和 唯一 性 定理 
由 定理 9.1 和 基本 定理 的 推论 7 和 推论 8 立即 推 得 下 面 的 准 


论 ， 
推论 给 出 区 碧 马 中 的 一 点 和 (mos Hi "ss za 方程 (1) 
宝 走 初始 条 人 忻 
EA hip 4 
pun) #1 ds | me, 
sd py 
2 (3) 


的 解 存在 且 唯 -所 任何 满足 43) 的 两 个 解 在 它们 的 定义 区 间 的 交集 
十 彼 此 重合 的 意义 上 ). 
我 们 可 以 用 更 简 清 的 形式 把 初始 条 忻 (3) 写 成 
fo toy Wom Hy Hy rx" ie 
例 1 单 摆 方程 二 一 一 x {图 567) 满足 初始 条 件 
‘=0, #0 =o0 (DD 
的 解 是 wp 二 0; 者 初 始 条 件 是 
t=0, 0, =1, (ID 
则 gq() = sinf; 又 车 初始 条 件 是 
4 一 03 *= 1 t= 0 《ID 
则 2 一 cas 所 
。 6 = 


问题 i 求 倒置 单 氛 的 方程 # = * 满足 初始 条 件 (I)， (LI (2D 和 
i= 0, *=1, +=1 Cv) 
i=0, +*=1, *=—l CV) 

的 解 (图 68)。 


图 7 单 押 方 程 的 三 个 特 角 图 58 倒置 单反 方程 的 五 个 特 解 
对 应 于 这 些 解 , 单 摆 是 怎样 运动 的 ? 
反例 1 考虑 方程 2x 一 13 和 初始 条 件 :一 0:z 一 0 芝 一 0 
《图 69), 则 有 许多 解 满足 这 些 条 件 ,例如 , (和 0 和 qt) 一 二 
问题 在 于 所 考 韦 的 方程 不 是 (1) 的 形式 . 


3.3 可 微 性 和 延 拓 定 理 


问题 1 对 #4 阶 微 分 方程 叙述 并 证 明 关 于 初始 条 件 和 参数 的 
连续 和 可 微 依 赖 狂 定理 以 及 延 拓 定 理 。 


39.4 方程 组 光 


包 全 = 个 未 知 函数 x;, 形 式 为 


dixr 
ee = Fi, Xia， 9 站 


fiom], 2,---# (4) 
的 方程 组 ,此 钼 冰 数 F; 的 变 元 包括 
目 变 量 *， 未 知 函 数 xji 和 阶 数 小 于 图 的 酒 足 初 抬 条 性 < 一 s = 
nl 的 x 的 导数 的 解 的 不 唯一 性 
。 863 


方 种 组 人 4) 的 解 如 5 9.1 所 定义 ， 这 里 著 重 指出 方程 组 的 解 是 定义 
在 一 个 区 间 上 的 同 量 函 数 (pv ,ps)， 这 样 一 来 ,P57 
是 一 个 单 解 而 不 是 5 个 解 ,因此 ,我 们 应 该 用 同样 的 注意 力 去 观察 
代数 方程 组 与 数 分 方程 组 . 

首先 ， 我 们 说 明 对 应 于 方程 组 (4 的 相 空 间 的 性 质 。 


程 组 ; 换 句 话说 ， 方程 组 (4) 的 相 空 间 的 保 数 等 于 数 . 
证 明 和 $9.1 一 样 ， 引进 阶 数 小 干 mi 的 局 的 导数 作为 相 空 
间 的 坐标 . 
例如 ,假定 nr 一 WA 2s 则 方程 组 (和 的 形式 为 
Em Fy fs Xs Hi 4 ), 
Fy Fatt Yis Kas Fs E34)s 
它 等 价 于 四 个 方程 的 方程 组 
El em yy am Ks Ky mm Pts Es Li F(t, YX), 
此 处 兰 王 《xi X29 Ty 人 。 
僻 1 在 力学 中 ,牛顿 方程 组 


mi 一 一 DC， Fr :+ (5) 
59; 


《此 处 二 是 势能 而 mi > 0 是 质量 ) 等 价 于 2 个 方程 的 哈密 顿 
《Hamilton) 方程 组 


基石 一 了 十 UU 是 总 能 量 ， 因 此 , 方程 组 565) 的 相 空 间 的 维 数 等 
于 275. 
问题 1 对 于 方程 组 (4) 叙述 并 证 明 存 在 ,唯一 性 、 关 于 初始 条 忻 连 续 和 
可 微 依赖 性 的 定理 包 及 延 拓 定理 。 
» 本 = 


9.5 注 ， 谈 分 方程 


关于 参数 的 可 微 性 定理 不 公有 理论 意义 ， 而 且 它 也 是 有 方 的 
计算 工具 "。 人 例如， 假定 我 们 能 对 某 个 参数 信 求 解答 分 方程 组 ， 
赚 对 此 参数 的 邻近 值 我 们 能 求 出 微分 方程 组 的 近似 解 。 为 此 我 
们 只 需 讨 算 解 对 参数 的 导数 〈 对 那些 使 微分 方程 组 可 求解 的 固 
定 参 数值 )。 而 且 容 易 看 出 , 这 些 作为 时 间 的 函数 的 导数 , 它 本 得 
是 被 称 为 变 分 方程 的 某 一 微分 方程 的 解 。 由 于 变 分 方程 是 { 非 齐 
次 的 ) 线 性 方程 ,因此 ， 无 需 解 原来 舶 方程 ， 此 变 分 方程 常常 就 可 
求解 。 在 科学 的 各 个 分 支 中 各 类 小 抗 动 的 效果 常 议 这 种 方式 ( 通 
过 引用 "小 参数 丢 ”) 进 行 研究 ， 

例如 ;考虑 包含 小 参数 5 的 方程 

京王 FL 5), 
此 处 了 一 mTey 十 Ofe7，s 一 和 。 由 关于 参数 的 可 微 性 定理 
知 ; 具 有 周 定 初始 条 件 的 解 可 以 写成 形式 

KE 一 El) + ey) 十 OCe’), 

此 处 zo 是 “未 扰动 ”方程 

立 一 W[ 北 0) 
的 解 ， 而 了 是 解 关于 参数 5 的 导数 在 5 一 6 的 值 . 把 zz 代 人 
原来 微分 方程 ,我 们 得 到 一 个 对 所 有 小 的 8 都 有 效 的 关系 3 

Fr 十 6 一 Yofxo) + EYifxo) 
二 ss 了 十 0O(8). 
Bx jam 
因此 方程 两 边关 于 8 的 导数 在 8 一 0 的 值 应 相等 。 即 
= A + b(t), 


1) 关于 初始 条 件 的 可 向 性 定理 可 以 昨 来 天 过 一 束 解 ， 这 束 解 的 初始 条 性 接近 于 基 
些 * 未 扰动 "的 值 ; 对 于 这 些 值 解 是 已 知 的 。 

2 因为 对 于 小 的 5 
TA} OCX 中 日 ov 


5 x 了 十 O087), 


+ 6 ， 


此 处 4@) ~ 5，bG) 一 w(x). 


这 就 是 所 需要 的 变 分 方程 。 注 意 了 还 满足 初始 条 件 760) 一 0: 因 
为 对 所 有 se, 亚 的 初始 条 件 都 是 一 样 的 ， 
在 求解 问题 时 ,按照 需要 容易 导出 这 些 变 分 方程 而 不 必 试 图 


去 记 住 它 ， 
问题 1 一 物体 在 共有 依赖 于 位 置 和 速度 的 小 阻尼 了 史 介 质 中 垂直 下 


茧 , 即 


Fo g++ SEA t), sl, 
试 计算 运动 中 阻尼 的 效果 ， 
解 ” 在 阻尼 不 存在 (3 二 0) 时 ,已 知 解 是 的 : 
ot) 和 00 十 办 一 z 二. 
根据 解 关于 参数 可 微 性 定理 知 ; 对 于 小 的 #, 解 可 以 写成 形式 
FE = x BYE + OC}, 
让 处 y 是 解 关 于 参数 s 的 导数 在 # = 0 的 值 。 把 此 表达 式 代入 原来 的 微分 
方程 ;我们 得 到 一 个 } 的 方程 事实 上 
着 OCBT)} 6 0, 
而 且 由 于 这 一 关系 对 记 有 小 的 6 者 成 立 。 因此 这 个 方程 两 端的 。 的 任何 次 
秋 的 系数 者 志 同 。 特别 ,这 给 硬 了 王 列 容易 求解 的 变 分 方程 
Pe FO oft)), yO0) = KK0) = 0, 
答 六 一 加 (9) + e) | FG), #8))dBar + ofe)， 
注意 ”严格 地 说 ,我 们 的 推理 只 对 充分 小 的 上 有效 ,但 事实 上 
容易 证 明 对 任何 有 限时 间 区 间 | 二 T 都 有 效 , 宗 件 是 s 不 超过 
俏 融 于 工 的 基 - 一 个 晤 (包含 在 被 记 征 0Cs?) 那 项 中 的 常数 随 工 而 
增加 )， 把 这 种 方式 得 到 的 结果 推广 到 无 限时 和 间 区 间 是 极端 危险 
的 : 人 们 不 能 交换 当 1 一 o 和 s 一 0 时 的 极限 . 
例 1 考虑 桶 底下 有 一 个 半径 为 5 的 小 孔 的 一 权 水 《图 70)， 
给 定 人 在 何 时 间 了 ,存在 一 个 如 此 小 的 5 的 值 ,使 得 在 时 刻 : 过 TT 内 
桶 几乎 仍 是 满 的 .可 是 对 每 个 固定 的 8 一 0, 当 时间 趋 于 无 限时 ， 
桶 将 变 成 空 的 ， 


+ 司 折 * 


问题 2 众 所 局 知 ; 质量 为 所 的 物体 以 速度 * 根 对 于 凶 球 运动 受到 柯 赖 
与 来 CCoriolis)》 力 FF = 2m x 四 的 必用 :此 处 总 是 速球 的 角速度 商量 。 一 
块 石头 (无 初速 度 ) 落 入 列宁 格 勒 纬度 上 (4 二 60°) 的 深 250 米 的 矿井 中 .向 
出 于 柯 匡 奥 来 力 的 插 岂 石头 偏离 铝 骤 线 多 了 远 (图 ?1)? 


Jy 
图 70 当 8 祈 0 和 1 了 Yoo 时 ， 图 71 垂直 下 带 
撼动 方程 的 断 近 性 态 物体 的 个 基 


解 ”这 里 我 们 研究 依赖 于 地 球 角 速度 9 一 7.3 x 10 17 种 ,并 以 它 为 参 
数 的 微分 方程 


区 一 记 十 2X 各, 
可 以 预言 柯 束 奥 来 力 与 重力 扯 比 是 微不足道 的 ， 因 此 9 可 以 认为 是 小 参数 ， 


根据 可 微 性 定理 知 ,对 于 小 的 2 ,我 们 有 
Xe At DF + OLN'), 


此 处 x 一 xC0) + 二。 把 x 的 这 一 表达 式 代入 数 分 方程 ,我 们 得 到 变 分 


方程 
¥ = 218 X HN, FO0) a 0) 一 0。 


因 址 
当 
7 了 一 gx 有 二 Wr hx 0, 和 一 
3 3 这 


固 示 石头 向 东 偏 离 
EG oA 一 之 交工 x 250X7 XI KL mo dem, 
3 3 2 
关于 参数 和 初始 条 件 的 可 微 性 定理 应 用 的 其 他 合子 将 在 
$12.10 和 和 $26.7 中 给 出 。 
9.6 关于 术语 的 注 
形 如 (1) 的 方程 和 形 如 (4) 的 方程 组 有 时 称 为 标准 式 ， 或 称 为 


* 7 。* 


关于 最 高 阶 导 数 垦 出 的 。 由 于 这 些 是 本 书 所 研究 的 唯一 的 方程 和 
方程 组 的 类 型 ， 因 此 术语 微分 方程 组 党 表示 标准 式 方程 组 或 与 标 
准 式 方程 组 等 价 的 方程 组 (如 牛顿 方程 组 (5)). 

我 们 还 注意 到 出 现在 方程 组 《4) 右 端 的 函数 可 以 用 各 种 方式 
给 定 ,例如 显 式 , 隐 式 , 参 数 式 等 等 . 

例 1 公式 如 一 x 一 0 是 两 个 不 周 方程 * 一 W = 和 2 一 一 W > 
的 简便 记 法 《图 72)， 这 区 个 方程 的 每 一 个 以 右 半 平面 * > 0 作 
为 它 的 相 空 间 。 这 些 方程 由 两 个 对 * > 9 都 可 微 的 不 同 的 向 量 场 
所 确定 . 

当 一 个 方程 由 隐 式 给 出 时 ， 右 端 必须 小 心 的 处 理 以 便 确定 它 
的 定义 域 和 避免 合 糊 的 记号 ， 

例 2 设 吉 一 rcosp， Xt 一 了 ?sins 则 公式 名 一 了 二 呈 也 
在 平面 (x, x) 内 不 确定 任何 的 微分 方程 组 ， 在 不 包含 坐标 原点 
的 平面 (x;s x2) 的 任何 区 域内 考虑 同样 的 公式 ,引出 无 穷 多 个 微分 
方程 组 ,它们 对 应 多 值 函数 的 无 限 多 的 分 支 。 


| Fra 
# 
阴 72 损 售 在 同一 个 公式 太一 二 中 的 两 个 巩 分 方程 的 积分 曲线 
人 铺 3 所 谓 克 茉 罗 〈Clirsut) 方程 指 的 是 形式 为 
T= tt f(t) 
的 微分 上 方程 . 


克 莱 罗 方程 


是 
Tm # 
2 6) 


是 定义 在 区 域 = < 亏 内 的 两 个 不 同 微分 方程 的 简便 记 法 ， 它 们 


» 


中 的 每 一 个 在 抛物 线 下 的 区 域 x 一 内 广 足 存在 唯一 福 定理 的 


条 件 ( 图 73). 经 过 此 区 域 中 每 一 点 ,有 两 条 与 抛物 线 相 切 的 切线 ， 
且 每 条 切线 由 璨 条 切 射 线 组 成 。 每 条 切 射 线 是 由 公式 《6) 给 定 的 


两 个 方程 之 一 的 积分 曲线 ， 
问题 ! 研究 克 菜 多方 程 = 一 妈 一 阅 。 


过 


图 "3 两 个 方程 写 主 一 起 作为 克 莱 风 方程 (外 的 积分 曲线 


$ 10 自治 系统 的 相 曲 线 


现在 我 们 回 到 自治 系统 ， 研 究 自 治 系统 解 和 对 应 相 上 曲线 的 某 
些 性 质 , 我 们 从 下 面 例题 开始 ， 


19.1 时 间 移 动 
考虑 方程 


Xe P(r -a "9), 01» 
此 处 召 是 在 相 空间 下" 上 的 可 微 涵 数 ， 
向 题 1 假定 x 一 sin: 是 方程 (1) 的 解 , 证 明 x 一 eosf 也 
是 解 ， 
这 是 下 列 定理 的 直接 结 孙 。 
定理 设 gp: 民 一 U 是 在 相 字 闻 上 UU 中 由 向 量 场 确定 的 自治 
微分 方程 
4x v(x) (2) 
rt 


的 外 3 如 :RR 一 R 是 由 :确定 的 将 点 :ER 里 全 原 ?十 5 全 的 


过 二 血 时 性 


证 明 这 是 下 列 事实 的 明显 的 站 环 ， 对 于 任何 nER, :ER 


有 
dplt+ ss) SP) == Tp tt #1) 
A tr et nad 
一 vper 十 5) | 一. [ 


注 “由 此 定理 立即 推出 对 自治 方程 组 ,特别 是 对 方程 (1) 的 类 
氢 的 论断。 对 于 一 x/2、 我 们 得 到 上 面 提出 的 问题 的 解答 ， 

推论 ”经 过 相 空间 的 每 一 点 ,自治 方程 (2) 存 在 一 条 而 且 仅 有 

证 明 设 gp:R 一 上 口 ， gp;:R 一 上 UU 是 两 个 解 ， 且 设 gp,(71) 一 
p(t) 一 和: 则 解 2 和 gp, 一 %ob 三 满 足 想 同 的 初始 条 忻 gp 一 
gat?) 一 开 ， 因 此 ,由 唯一 性 定理 知 它们 应 相 重 合 : gp 一 Yo 
杀 于 中 射 大: 民 一 民 是 一 对 一 的 ， 因 此 映射 锡 和 和 gp':R-*U 


有 相同 的 像 ， 所 以 pp.(R) 一 gp(R). | 
注 ” 非 自 治 方程 不 相 重 合 的 相 曲 线 可 以 相交 ， 因 此 非 自 治 方 
程 的 解 最 好 是 洪 着 积分 曲线 考虑 ， 


问题 3 假定 通过 方程 x = v(:, xy 的 相 空 间 的 每 一 点 有 且 仅 有 一 条 相 
曲线 ,能 否 册 此 推出 方程 是 自治 的 即 Wt，x》 与 时 间 无 关 ? 
答 不能， 


10.2 闭 相 曲线 


我 们 已 经 知道 自治 方程 (2) 的 不 同 的 相 有 曲 线 互 不 相交 。 现 在 
我 们 考察 单个 相 申 线 是 否 自 我 相交 . 
设 gp:T 王 UU (图 74) 是 方程 (2) 在 两 点 #4 三 训 ET 取 相 同 值 


Py 


是 一 个 不 能 延 招 到 包含 了 的 比 了 更 大 的 任何 区 间 上 去 的 解 [例如 I 是 整 条 直线 
《 周 此 和 解 已 无 限 延 丘 ) 或 当 t 趋向 于 区 间 了 的 边界 时 gr 趋向 于 区 城 5 的 这 
界 ]， 


* 


ot i) = go ) 的 及 ， 


和 


有 的 71， 十 了 ) 一 ?CD)， 
证 明 每 一 个 :ER 可 以 唯一 地 表示 成 形式 1 一 wT 十 
ry FFT， 设 一 gpol! 十 rr) 则 时 显 然 是 气 期 为 工 的 
周期 函数 。 为 了 看 出 是 解 ,我 们 注意 到 在 每 一 点 16 及 的 一 个 
邻 域内 9 与 解 go 的 移动 相 重 合 《( 对 ?六 0 的 点 ， 这 是 显然 的 , 对 
r 一 0 的 点 ， 则 从 (oa) 一 和 (oa) 的 事实 得 到 ). 因此 出 定理 
10.1 知 外 是 解 ; 这 是 由 于 ga) 一 pol14)， 定 理 证 毕 ， [ 
现在 我 们 考虑 产生 连续 函数 $ 
的 所 有 局 期 的 集合 . 
引 理 1 连续 函数 pg: 及 一 已 
的 所 有 上 期 的 集合 是 :实数 群 民 的 闭 


子 群 
证 明 若 pp 二 TD) = gC) 记 2 
和 t+) NN 着 (十 
T+tT,) 二 tT) 二 Y(t)， 此 图 74 闭 相 曲线 和 对 应 
处 三 表示 * 的 恒等式 。 又 若 Ti 中 积分 基线 
了 , 则 由 于 9 的 连续 性 有 
P(t 十 了) 三 lmeg(t 十 了 ,)》 一 [信人 = P(N), ] 


引 理 2 实效 居民 的 每 一 个 团子 可 或 是 RR 或 是 10); 或 是 基 


证 明 若 Gz10， 则 在 G 中 存在 正 元 素 ( 首 /之 0, 则 一 1> 
0),。 设 
To nf{rri EG, 1 > 0}., 
显然 二 To<co. 假定 To 之 0, 则 由 于 GG 是 闭 集 ; 所 以 TT 属于 
G， 由 于 G 是 子 群 ;因此 7 的 整数 倍 也 属于 G. 而 且 G 个 包 食 另 
外 的 点 ， 事 实 上 : 癌 8T。 分 直线 及 为 区 间 KT 之 1 之 (十 1)7T。 
(图 75)， 阁 群生 有 一 个 额外 元 素 , 此 元 素 将 落 在 所 指 类 型 的 区 河 


。 了 1 。 


中 ,因此 G6 将 包含 元 素 上 一 《To， 使 得 0 之 4 一 不 To 之 T。， 这 与 
T。 是 下 确 界 的 定义 相 矛 盾 。 因此 Yo>>0 推出 G 一 {tT,:e 
z}. 

我 们 还 须 研 究 T, 一 上 4， 此 时 , 任意 给 定 8 之 0, G 包含 一 个 
元 素 1，0 < 之 + 所 8， 因 而 包含 所 有 点 各， 二 EZ， 版 如 把 RR 分 成 
长 度 小 于 上 的 许多 区 间 ,， 因此 在 下 的 任何 点 的 每 一 个 邻 域 中 都 有 
G 的 点; 因为 G 是 闭 集 ,所 以 和 一 及 . U 

“向 题 ! 求 平面 R: (办 76), 空 间 Rr 和 网 


4 万 站 (As)p 


阻 755 直线 上 的 闭 子 集 
3 一 {x C1z| = 1} 所 组 成 的 群 的 所 有 闭 子 群 . 
回 到 所 期 函数 ， 我 们 看 到 局 期 的 集合 或 者 是 由 整 条 直线 组 成 


和 和 


因此 一 个 自 交 的 相册 线 不 是 驻 定 点 就 是 在 T。 时 第 一 次 变 成 闭 的 
闭 目 线 , 例 如 极限 环 的 情形 (图 77). 

问题 2 证 明 : 除了 退化 为 一 点 的 闭 相 曲线 外 ， 闭 相 曲 线 与 加 微分 局 
肚 , 


洗 
2 
图 76 平面 的 初子 群 图 7 极限 环 
提示 ”微分 局 凸 可 以 由 公式 
PE 僵 - os 了 2， sin 用 


由 一 卓 线 到 另 一 曲线 上 的 微分 同 胜 映射 的 定义 ,例如 将 在 § 33.5 中 给 出 . 


* TI 


来 撕 述 . 

里 然 非 闭 的 相 曲 线 彼此 不 相交 ， 但 他 们 能 够 以 复杂 的 方式 相 
互 缠 统 . 

问题 了 求 " 岗 恒 探 

B= ry 二 一 tr 

的 相 型 强 的 闭 包 |. 

答 ”一 点 ;网 和 环 面 5 x 5 ( 风 24 和 5§25.6), 

“问题 4 设 Pp: R 一 5 是 (2) 的 对 应 菲 闭 的 相 曲 线 的 解 , 因 此 荐 i. 关 t 
央 9 对 gt), 则 直线 R 到 相 曲 线 所 = (CR) 上 上 的 有 射 9 是 一 对 一 的 且 
有 道 和 :了 一 R. 

争 ”必定 连续 蚂 ? 

提示 大考 前 区 的 问题 ， 可 能 发 生 


lm pn} Ef, lint ~ 加。 


§ 11 方向 导数 。 首 次 积分 


许多 几何 狂 念 可 以 用 两 秘方 式 来 描述 。 一 和 是 用 空间 点 的 语 
言 ; 另 一 种 是 借助 于 定义 在 此 空间 中 的 函数 ， 在 许多 数学 分 支 中 ， 
这 种 二 重 性 经 常 发 现 是 有 益 的 。 特别 , 向量 场 不 仅 能 用 曲线 而 且 


114 在 向 量 方向 的 导数 
设 避 是 网 几 里 得 空间 的 一 个 区 域 ,* 是 UU 的 一 点 ,而 是 切 向 


量 , ¥€ TU, (图 78). 设 fiU 一 RR rn 
是 可 微 函 数 ; 设 pn:1T 一 U 是 具有 vr 
速度 w 且 和 经 过 点 * 的 性 何 曲 线 ， pg Fpy 


了 pK0) 一 x。 则 区 间 了 被 实 变数 的 实 pe 


~ 
复合 函数 1/” /A/ 


fy: 一 有， 欧 78 在 向 量 w 方向 的 
《foo = Hp)) 函数 7 的 导数 


73 。 


觅 入 实 销 . 
定义 ”所 请 函数 在 向 最 % 方向 的 导数 指 的 是 数 


为 了 证 明 这 个 定义 是 恰当 和 的， 我 们 必须 证 明 间 题 中 的 数 不 依 
赖 于 曲线 跨 的 选择 ,而 只 依赖 于 速度 问 量 w. 例如 ,这 可 从 导数 的 
坐标 表示 中 得 到 。 按 照 复 合 函 数 的 微分 法 则 ,我 们 有 

5 
Lf|, - 斌 | jf 一 > i C1) 
此 处 x,:U 一 民 荐 区 域 U 中 的 坐标 系 ,而 v, 是 在 这 个 举 标 条 中 的 
速度 的 分 量 ( 它 与 9 的 选择 无 其 ). 


i1.2 向 量 场 的 方向 身 数 


现在 设 Y 是 区 域 忆 中 的 向 量 场 ， 因 此 在 每 一 点 xz《 UU 都 有 一 
个 切 向 量 vix) EE TU,，、 著 1f: U 一 RR 是 可 微 汕 数 ， 我 们 可 以 形 
成 在 ¥(x) 方向 函数 + 的 导数 。 它 在 的 每 一 点 给 出 了 一 个 数 
Lflx. 

定义 ”所谓 画 数 1f: 0 一 R 在 向 量 场 w 方向 的 导数 指 的 是 新 
的 函数 LL,f:UV 一 尺 ， 它 在 + 的 值 等 于 了 在 ws) 方向 的 导数 。 

例 1 设 。, 是 平行 干 欧 几 里 得 空间 标准 基 的 第 一 基本 向 量 * 即 在 台中 坐 
标 系 ;x39 …， ze 内 具有 分 量 1， 8，…， 0 的 向 量 , 则 是 然 有 

A 


从 (了 DD 推 得 : 阁 卫 数 了 和 场 7 是 C7’ 类 的 、 则 函数 L,j 蚌 C"! 
类 的 . 


il.3 方向 导数 的 性 质 


设 五 表示 所 有 无 限 次 可 微 函 数 请 也 一 及 所 成 的 集合 ， 此 集 
合 有 实 线 许 空间 的 自然 结构 ( 因 函 数 相 名 保持 可 微 狂 )， 而且 它 甚 
全 有 环 的 自然 结构 ( 因 可 微观 数 的 乘积 仍 可 微 )。 设 是 无 限 可 微 


= 


向 量 场 , 由 函数 <E FF 在 Y 方 向 的 导数 工 . 仍 是 卫 的 元 素 ( 这 里 无 
良 次 可 微 性 是 本 质 的 东西 1。 因 此 ， 在 场 Y 方向 的 微分 是 无 限 次 
可 微 函 孝 环 到 它 自 身 的 软盘 上 ,:F 一 FF. 

问题 1 证 明 算 子 LL， 的 下 烈性 质 《 除 一 个 不 成 立 的 性 质 
让): 

1) L(tf+ ge) = Li+Li,s; 

2) Ll(fe) ~ Lg t+ gh; 

3) Luty = Lu 七 工 . 

4) Ln 一 fu; 

35) LuL, = LL,L,. 
(这 里 f,g 是 充分 光 谓 的 函数 , uv 是 充分 光滑 的 向 量 场 .) 


li.4 关于 术语 的 注 


代数 学 家 把 术语 微分 应 用 到 任意 (可 交换 ) 环 到 它 自身 的 、 
满足 映射 工 , 的 性质 1) 与 2) 的 任何 一 个 映射 上 去 。 一 个 环 的 所 
有 微分 的 集合 形成 此 环 上 的 模 . 

因此 ， 如 中 的 向 盟 场 形成 一 个 定义 在 如 内 的 无 限 次 可 微 浮 数 
环 上 的 模 。 性 质 (3) 和 (4) 意 味 着 把 向 景 场 肤 和信 微分, 的 算 子 
工 是 下 模 的 同 态 。 性 质 (5) 意味 着 微分 Ls。 和 微分 , 可 交换 (在 
一 般 情况 ,他 们 不 能 交换 ). 

* 和 疝 题 2” 则 态 上 是 一 下 局 构 吗 ? 
一 名 称 由 性 质 1) 和 2) 推 出 映射 Zu; F ~> F 是 肛 线 性 算 子 的 事实 
来 解释 。 在 局 部 坐标 x.，- .…, x。 中 ,此 算 子 取 形 式 


并 一 站 二 
Or 


1 EE 


( 见 公 式 (1)), 
11.5 向 量 场 的 李 代 数 
问题 3 证 明 微分 算 子 ,Ls 一 上 sL。 不 是 二 阶 的 ( 乍 看 , 僻 
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乎 是 这 样 )。 而 大 一 阶 的 ,本 
LaoLp—— LpLa™ Lesy 

此 处 ¢ 是 依赖 于 场 a 和 bb 的 而 量 场 . 

评注 用 [a:, bp] 表示 的 场 e 称 为 场 & 和 的 换 位 子 或 泊 松 括 
号 . 

问题 4 证 明 换 位 子 的 下 列 三 个 性 质 : 

a) [asb+ lce] = fa, bl tla,cl,iER 《线性 ); 

b) [av blit lb,a]=0 {反对 称 性 ); 

c [fas bl cl+ [ib,cl,al + [lce,al, bl=0 

《 雅 可 比 恒 等 式 ); 

评注 满足 上 述 三 条 件 的 且 赋 有 二 元 运算 的 线性 空间 称 为 李 
代数 。 因此, 取 可 交换 算 子 的 向 量 场 形 成 李 代 数 。 李 代 数 的 其 他 
例子 如 下 : 

1》 研 有 同 量 兼 法 运算 的 三 维 空间 ; 

2) 具有 把 4, 8 瞎 人 48B 一 B4 的 运算 的 所 有 mx 4 阶 矩 
阵 的 空间 ， 

问题 9 从 某 一 坐标 系 中 场 a 和 bb 的 分 量 出 发 ， 求 它们 换 位 
闻 的 分 量 . 

HB, da; 


答 [a, bl 一 之 (e 本 一 十 ; 责 ). 

* 向 题 5 设 关 是 田 向 量 场 a 确定 的 相 流 , 调 如 是 由 场 b 确定 的 相 流 . 
证 明 相 流 可 交换 (ge 二 由 关 ) 当 昌 仅 当 场 的 换 伍 子 为 堆 ， 
11.6 人 阐 次 积分 

设 Y 是 区 域 志 中 的 阅 量 场 ; f:U 一 RR 是 可 微 函 数 。 

定义 ”函数 了 并 称 为 微分 方程 

tt— vs),s xEU (2) 

的 首次 积分 *, 如 果 它 在 向 量 声 ¥ 的 方 同 导数 等 于 零 


“站 首次 积分 这 个 奇特 的 不 族 是 数学 家 仍然 试图 用 弄 分 法 解 微分 方程 的 时 代 的 遗 
物 。 在 那 时 ,术语 积分 (或 特 积分 是 指 现在 我 们 称 为 解 的 那个 东西 ， 


< TE 。 


Lyf 0. 
下 询 两 条 性 质 显 然 等 价 于 方程 (3), 而 且 可 蓉 作 为 首 议 积分 的 
定义 : 


和 和 和 


例 工 筹 坊 相 罕 问 是 全 平 面 的 下 区 方 理 组 (加 80): 


~ EN 
AN 


图 79 整个 位 于 首次 积分 的 一 个 图 0 一 个 设 有 异 于 常 寺 
求 平 晤 面 上 的 一 条 想 曲 线 的 首次 积分 的 系统 


tf 13 
(党 mm 区。 
这 个 方程 组 没有 异 于 常数 的 首次 积分 。 事实 上 , 任何 首次 积分 在 
全 平面 是 连续 的 ,而 且 在 从 原点 出 发 的 每 一 条 射线 上 都 是 常数 , 因 
此 首次 积分 是 常数 . 
问题 1 证 明 在 方程 (2) 的 极限 环 的 一 个 邻 域 内 ， 每 个 首次 积分 是 常数 
《图 813), 
问题 2 对 什么 样 的 《人 导 : 方 程 组 
. | (= wd ER: 
zr = 大 ri 
有 潮 于 常数 的 首次 积分 (图 81b, c, d)? 
异 于 常数 的 首次 积分 很 少 遇 见 ， 因 此 , 首次 积分 存在 并 能 求 
出 来 的 那些 情形 是 很 令 人 感 兴趣 的 ， 
例 2 设 志 是 2* 个 变量 疡 ，…-， 因 sg ,4a 的 可 微 函数 


1》 新 谓 函数 1:U>RR 的 水 平 集 C 指 的 是 点 CE 了 R 的 完全 原 像 。 即 集合 f-:CCU, 


* TT 


@ KS 


图 $81 ”这些 系统 中 哪 一 个 有 缂 于 常数 的 首次 积分 ? 


‘d) 


| 了 


Bri HH ， 
my j= EE 1 es : 4 
f Og; dpi " (4) 


定理 (能 量 守 恒定 律 》 函数 H:R” 一 及 是 典 则 方程 组 〈4) 

”“ 证明” 从 (1) 和 (4) 推 得 
he BH BH DH oN 
| 天 (可 1- 

11.7 ”局 部 首次 积分 

异 于 常数 的 首次 积分 的 不 存在 是 与 相 曲 线 集合 的 拓 盾 结构 有 
关 ， 一般 说 来 , 微分 方程 组 的 相 曲 线 不 是 全 部 停留 在 任何 函数 的 
水 平 曲面 族 上 ,因此 没有 异 于 常数 的 首次 积分 ， 然 而 ,在 任 一 常 点 
的 一 个 邻 域内 的 相 曲 线 必 有 一 简单 的 局 部 结 爸 ， 而 且 异 于 常数 的 
首次 积分 必 局 部 存在 ， 

设 U 是 # 维 欧 几 里 得 空间 的 一 个 区 域 ; Y 是 上 U 中 的 可 微 同 量 
场 ;* 是 弟 点 (Ylx) 二 0). 

定理 ”存在 点 *e U 的 一 个 邻 域 r， 使 得 方程 (2) 在 V 中 有 


+ Ogq; Bp, 


一 一 一 一 


Ha; 


第 和 


1) 哈密 顿 证 明了 在 力学 ,光学 , 变 分 学 和 其 他 科学 分 吉 中 通 城 的 各 种 各 样 的 问题 的 
袜 分 古 程 都 可 以 写成 形式 (47， 

2Y 由 微 积分 的 知识 知道 ， 国 数 六 yp fn: DO* 民 在 点 + ED 的 一 个 邻 域 内 是 除 
数 独 立 的 ;如 困 由 函数 玉 ;…s fam 志 定 的 坝 射 天 0 了 民 ” 的 导数 fr1 的 蕉 等 
于 类 。 


。 了 号 。 


分 都 是 人 ，……，f。， 的 甬 数 ， 
证 明 定理 对 于 R&R" 中 的 标准 方程 

六 一 0 (5) 
是 显然 的 (图 82)}， 和 事实 上 ， 首 次 积分 是 坐标 y，***' ,ya 的 任 起 
可 微 渗 数 , 而 且 举 标 y's， J 为 
我 们 给 出 了 = 一 1 个 水 数 独 开 的 首 
次 积分 ， 上 述 结论 对 空间 R* 的 任 ~ 
何 凸 域 ? 太 中 的 方程 65 同样 是 正确 一 一 一 一 
的 . 由 基本 定理 (4 7,1) 知 ,方程 (2) 
在 适当 的 坐标 ?7 下， 在 点 z 的 茶 一 
邻 域 中 是 5) 的 形式 ， 而 且 在 堂 标 
y 中， 此 邻 城 可 以 认为 是 凸 域 〈 否 则 可 以 用 较 小 的 凸 邻 域 代 规 )。 
剩 下 仅 需 注意 到 函数 成 为 首次 积分 的 性 质 和 函数 独立 的 性 质 是 与 
坐标 系 无 关 的 两 个 性 质 。 


11.8 入 来 于 了 间 的 首次 积分 


设 1: RxU 一 RR 是 在 微分 方程 
= vr +), rER, reU (6) 
的 扩张 相 空 间 中 的 可 微 函 数 ,方程 (6) 一 般 是 非 自 治 的 (右边 vt， 
x* 假定 是 可 征 的 ?， 则 函数 称 为 依赖 于 时 间 的 首次 积分 ,如 果 它 
是 从 6) 加 入 方程 1 一 1 的 自治 系统 
证 一 VCX), XE R x U, RX x), Vx) (1, 7) 


太 


六 
图 62 蜡 标 ys 是 首次 积分 


本 


1》R* 中 的 一 个 区 域 称 为 是 凸 的 ， 恕 果 它 一 且 包 念 了 两 点 ， 则 它 必 咎 含 连 接 这 阿 
乾 的 整个 前 慨 。 试 给 出 一 个 方程 《57 的 在 空间 及 ”的 非 凸 区 域 到 中 不 能 化 为 
ss-…3 yn 的 函数 的 营 识 积分 的 例子 , 


"0 = 


必用 天,…， 提示 出 来 
特别 ,具有 = 的 相 空 间 的 自治 方程 (2) 在 任意 点 (不 必 是 常 点 ) 

的 邻 域内 有 + 个 依赖 于 时 间 的 函数 独立 的 首次 积分 . 
问题 ! 侯 定 方程 (6) 的 每 一 个 和 
都 可 雇 延 拓 到 整个 7 轴 上 ， 证 明 方 程 
{6》 在 整个 扩张 相 空 间 中 有 = 沾 国 数 
匈 立 的 《依赖 于 时 间 ) 首次 积分 , 而 且 . 
每 一 个 《 依 灶 于 时 间 ) 首次 积分 我 们 

> 者 可 以 用 它们 表示 出 来 
i 所 谓 任意 阶 的 微分 方程 (或 
在 依赖 于 时 间 的 其 次 积分 ”微分 方程 组 ) 的 首次 积分 指 的 是 
分 拘 线 等 价 的 一 阶 方程 组 的 普 次 积分 ， 


$ 12 一 个 自由 度 的 保守 系统 


现在 我 们 考虑 一 个 自由 度 的 无 摩擦 的 力学 系统 ， 作 为 研究 微 
分 方程 首次 积分 应 用 的 例子 ， 


12.1 定义 


= 下 (xz (1) 
所 描述 的 系统 ,此 处 FF 是 定义 在 实 x 轴 的 区 间 I 上 的 可 微 函 数 . 方 
程 (1) 等 价 于 方程 组 
= xy 
| = Fir), 
下 列 末 语 是 力学 中 惯用 的 : 
T 构 形 空间 ; 
= 坐标 ; 
2 迪生 和 速度; 
# 加速度; 
1 x R 相 空 间 ; 
.PO 。 


(Cris 区 Tx R, (C2) 


{1) ”牛顿 方程 3 

F 力 场 ; 

Ftx) 力 . 

我 们 还 要 研究 定义 在 相 空 间 上 的 下 列 疯 数 : 


T 一 六 全 一 于 可 动能 ; 


5 一 一 | FS) 势能 ; 


E= 人 TU 总 机 械 能 . 
显然 ，Fkx) 一 —80 /6x, 因此 势能 决定 系统 。 
例 1 对 于 单 押 ( 见 $$ 1.6) 


我 们 有 ,小 y 
= sinrs 
此 处 > 是 偏离 角 , 因 此 > 


FOX) — — sinxs 


DC) 一 一 cosx 亢 时 单 摆 的 势能 
(图 84), 又 对 于 单 摆 的 小 振动 
2 x Fe) 一 —x, U(X) 一 二 2 
而 对 于 倒置 单 摆 的 小 振动 


— 1, 
元 xs Pix) = xy U(x) 2 


(图 85)。 


vr 
v 
五 
了 
图 好。 在 最 尺 与 最 高 平 衔 位 置 附近 , 单 扔 的 势能 
12.2 能 量 守则 定律 


定理 总 能 量 瑟 是 方 奉 组 (2) 的 章 次 积分 。 


。 呈 1 。 


证 明 和 
4 一 > He) 二 ze(D)] 一 Y. 十 U'z, 


一 RC) — Flr)r = 0. U0 
借助 于 这 个 定理 ,可 以 研究 形式 (1 的 方程 ;例如 单 探 的 方程 ， 
而 且 可 雇用 "积分 法 ” 求 得 它 的 显 式 解 . 


12.3 能 量 水 平 曲线 


转 到 方程 组 (2) 的 相 曲 线 , 我 们 注意 到 每 条 这 样 的 曲线 整个 位 
于 能 量 的 一 个 水 平 集 上 . 人 


于 耐 点 二 是 pba) -1 x —0 Pe 机 区 
证 明 ”我 们 利用 隐 范 数 定理 ,注意 到 


一 一 二 一 下 (zs 证 一 


和 这些 导数 中 的 某 一 个 不 等 于 零 ， 则 在 所 考虑 的 点 的 一 个 邻 域内 
五 的 水 平 集 是 形式 为 一 (xr) 或 六 一 mx 的 可 徽 函 数 的 
图 形 . 0 

注意 到 出 现在 定理 中 使 F(z) 一 0 和 + 一 0 的 例外 点 (x， 
*), 刚 好 是 方程 组 (2) 的 驻 定 点 (平衡 位 置 ), 它 也 是 相 速 度 向 量 场 
的 奇 扎 。 此 外 ， 这 同一 点 还 是 总 能 量 Be x;) 的 临界 点 ， 而 使 
F(z) 一 0 的 点 是 势能 五 的 临界 点 

为 了 画 出 能 量 水 平 曲线 ,想象 一 粒 小 珠 在 “ 势 井 ”了 1 中 滑动 常 
是 有 益 的 《图 86). 

假定 总 能 量 有 固定 值 EE， 因为 势能 不 能 超过 总 能 量 ， 能 量 E 
的 水 平 曲线 在 构 形 空间 (x 轴 》 上 的 投影 位 于 点 集 {x el: Ux) 
安子 j 内 ,在 此 集合 内 ,每 点 的 势能 的 值 不 超过 《在 势 井中 小 珠 

1) 所 谓 函 数 的 临界 点 指 的 是 函数 在 其 上 的 全 微分 蓄 于 零 的 点 ， 此 点 的 函数 信 称 
为 友信 


量 82 时 


不 能 走向 比 水 平 E 更 高 的 地 方 ), 而 


" 且 因为 | = ZE 二 Ta ;所 
名 NR | 以 速度 ( 指 绝 对 值 ) 越 大 ,势能 就 越 
i! ;小 。 即 小 珠 沙 人 并 中 时 获得 速度 ; 
el | | 而 它 从 并 底 开 起 时 ， 划 失去 速度 . 
站 一 一 | 入。 注意 在 使 U(x) ~ EE 的 “ 转 点 "处 

二 ， 速度 为 零 . 
从 能 量 关于 x 的 偶 性 推 得 能 
“” 最 水 平 曲线 关于 x 轴 对 称 (小 珠 以 
相同 速度 沿 相反 的 方向 两 次 字 过 每 

图 站 在 势 捍 中 的 一 粒 小 一 点 ) 

了 珠 和 对 应 的 相 曲 线 的 
这 些 简单 的 研究 足够 使 我 们 男 


出 有 各 种 势能 乙 的 条 统 的 能 量 水 平 曲线 ,首先 我 们 考虑 最 简单 的 
情形 (具有 一 个 吸引 中 心 5 的 无 限 深 的 势 井 ), 此 处 F(x) 单调 递 


减 ，F(#) 一 0, 7 一 只 【图 86). 


老总 能 量 的 值 5 小 于 势能 的 最 小 值 8;, 则 水 平 集 E 一 E, 是 


空 的 《小 珠 的 运动 自然 是 不 可 能 
的 ). 于 是 ， 水 平 集 已 一 ;由 单 
一 的 皮 导 ,0) 组 成 (小 珠 停 留 在 旧 
底 ). 

老总 能 量 的 值 E, 大 于 政界 
值 E, 一 U08), 则 E 一 8， 的 水 
乎 集 是 图 线 相 平 面 上 平衡 位 置 
《s， 0) 的 对 称 光 请 闭 曲线 (小 珠 
来 回 在 井中 滑动 ， 在 速度 等 于 零 
的 时 刻 开 到 高 度 E;, 然后 跌 回 并 
中 且 经 过 (#, 0)， 在 此 时 速度 达 
荐 大 值 , 以 后 再 在 另 一 这 和 天 起 ,如 
此 循环 不 已 ). 

为 了 研究 更 复杂 的 情形 ， 我 


Tm PE i le pr i a i pp 


图 37 ” 势 有 两 个 并 的 
能 最 水 平 止 线 


3 。 


们 用 同样 方式 进行 , 即 我 们 未 步 增 大 总 能 量 E 的 值 , 当 五 的 值 等 于 
势能 上 的 临界 信 (此 处 U'(#) 一 0) 时 停 正 ， 而 且 在 每 一 种 情形 。 
考察 比 临 界 值 稍 小 一 点 的 B 值 曲 线 和 比 临 界 值 称 大 一 点 的 的 值 
曲线 . 

例 1 假定 势能 上 有 三 个 临界 点 ， 一 个 为 最 小 值 与 ， 一 个 为 
局 部 极 大 值 操 ， 另 一 个 为 局 部 级 小 值 总 ， 则 图 87 表示 对 应 值 为 
El= U(ED) UCE) LE UE,), FE: 一 UCEYUCE) LE UE,), 
6; 二 D050) Be > TS 的 水 平 曲线 . 

问题 1 画 出 单 择 方 程 一 一 smxz 与 在 最 低 和 最 高 芷 衡 位 置 附近 时 单 摆 
方程 (= 一 x 租 立 一 *) 的 能 县 水 平 曲 论 . 

问题 对 开 普 勒 (Kepler) 势 ? 

VU=— + 上 


和 表示 在 图 88 中 的 势 ， 画 出 它们 的 能 量 水 平 曲 线 . 
人 1 Mm MW 
必 诞 部 
图 上 胎 对 每 一 个 这 大 的 势 * 能 量 水 平 曲 坛 的 图 形 怎 样 ? 


12.4 奇 点 附近 的 能 量 水 平 曲线 


研究 能 量 临 界 值 附近 的 水 平 曲线 的 性 能 时 ， 记 住 下 列 事实 是 
有 益 的 . 
曲线 2E = #4} + kr, 

在 了 甬 引 的 情形 ,我 们 有 > 9, 而 且 临 界 点 0 是 势能 的 最 小 值 
图 89)， 此 时 能 量 水 平 曲线 是 中 心 在 点 0 的 位 似 椭 圆 . 

在 排斥 的 情形 ,我 们 有 # < 0: 而 且 临 界 点 0 是 势能 的 极 大 值 
《图 00)。 能 重水 平 曲线 则 是 中 心 在 0 的 位 似 双 曲 线 和 一 对 渐 近 
线 x 一 土 V+， 由 于 这 些 渐 近 线 把 不 同类 列 的 双 曲 线 彼此 分 
了 行 昌 ( 或 规 星 ) 和 太阳 之 间 的 距离 的 改变 由 具有 此 势 的 牛顿 方程 描述 ， 

向 是 生 本 


We 
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有 > he 
Ty 
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图 89 驭 引 的 二 次 势能 图 90 排斥 的 二 次 势能 
的 能 喇 水 平 曲 线 的 能 量 水 平 曲线 
开 ， 轩 此 医 宅 们 为 多 党 级 ， 


汉 自 我 们 依 定 0) = 一 0， 布 日 导数 六 0 和 (0) 存在 ， 考 
fo 一 0 则 点 0 是 了 的 临 办 点 ;车 了 00) 关 0， 则 称 临 春 氮 0 是 
非 退 化 的 ， 

引 理 区 靡 其 (Mor)) 在 非 退 化 几 界 点 9 的 一 个 人 坟 内 ,可 
选择 坐标 y, 使 得 

了 一 ey, 一 sgnf" (0). 
当然 ，y 一 x VIpCx)| 就 是 这 样 的 一 种 坐标 ,而 上 述 结论 在 于 
征明 对 应 x* ->y 在 0 的 一 个 邻 域内 是 微分 同上 是 的 ， 

在 证 明 摩 斯 引 理 中 ,我 们 利用 下 列 命题 : 

引 理 2 (阿达 过 (Hadamard》)" 设 了 是 使 得 # 和 它 的 导数 
/在 点 = 一 9 的 伟 孝 为 办 的 可 向 甬 数 (C" 类 的 ), 则 /Ca 一 zg(， 
此 处 是 可 夭 东 数 (点 = 9 的 一 个 人 二 内 的 c 类 的 ). 

证 明 我 们 仅 需 注意 到 

xy = | (2 dt = | 六 Cr 二 7) 过 [| Fr) de, 
0 dt 3 q 


1) 商 个 引进 都 可 以 推广 潭 多 元 范 数 的 情形 ， 
+ 8 。 


此 处 
g(x) 一 [ tree 


是 5 一 类 的 函数 ， 

把 阿达 玛 引 理 接连 二 次 应 用 到 摩 斯 引 理 中 出 现 的 函数 了 上 ， 
我 们 求 得 了 一 mgp(z)， 此 处 28(0) 一 产 (0) 声 0。 因此 y= 
zw |p(z)| ,又 因为 函数 PC)1 在 点 x = 0 的 一 个 邻 域 内 基 
可 徽 的 ( 若 f 是 C' 类 的 , 则 它 是 * 一 2 次 可 微 的 ), 所 以 摩 斯 引 理 
得 到 了 证 有 明 ， 

因此 ,在 非 退 化 临界 点 的 一 个 邻 域内 ,能 量 水 平 曲线 在 坐标 系 
《am， 2) 的 微分 局 胚 变换 下 , 它 或 者 变 为 枯 圆 或 者 变 为 双 曲线 ， 

问题 求 与 排斥 奇 点 (0""(#)<0) 的 分 界线 相 切 的 切线 

答 xz 一 土 愉 JE (rx 一 5) (图 91). 


区 12.5 牛顿 方程 的 解 的 延 拓 
假定 势能 在 整个 * 轴 上 都 有 定义 ， 
6 ” ” 则 由 能 量 守 恒定 律 立即 推 得 下 面 的 定 

理 . 

图 91 “与 排 挟 霖 点 的 分 表 定理 ”着 势能 到 处 是 正 的 *, 则 方 

线 相 切 的 切线 程 四 

dU ， 
到 a C1') 
的 解 可 以 无 限 延 折 ， 


例 1 若 UV 一 一 六 则 解 x 一 1/(x 一 1) 不 能 延 拓 到 1 二 1， 


首先 我 们 证 其 下 列 的 “ 先 验 估计 ”; 
引 理 者 一 个 解 对 :| 和?* 存在 ; 则 它 满足 不 等 式 


自然 ;势能 改变 一 个 常数 不 改变 方程 (1'); 因 此 唯一 本 质 的 东西 是 有 下 界 . 


" 86 * 


Iz] < VE, jz(D 一 <(0)| <V2Ell, 
此 处 E, 一 过 (9) 十 U(x(0)) 是 能 景 的 初始 何 ， 


证 明 根据 能 量 守 恒定 律 
二 CT UC = Es 


又 因 了 > 0, 所 以 第 一 个 不 等 式 得 到 了 证 明 ， 第 二 个 不 等 式 从 第 
一 个 不 等 式 推 得 , 因 汶 
x(#) 一 xf0) = [ 2(0)40, [ 


定理 的 证 明 ” 设 了 是 一 个 任 定 的 正 数 ; 五 {图 92) 是 相 平 面 内 

的 矩形 
[二 一 af0 | 2V2BT, lol < 22E,, 

滋 虚 扩张 相 空 间 (x,, *%, 1?) 内 的 平行 x 
六 面体 ]:| 所 了 ，{w, 加 ) E 也 由 延 ig 
拓 定 理 知 ， 解 可 以 延 拓 到 此 平行 六 
面体 的 边界 上 。 由 引 理 知 ， 解 只 有 通 
过 1*] 一 了 的 那些 面 才能 离开 此 平 
行 六 面体 ， 因 此 解 可 以 延 拓 到 任意 的 图 92 在 时 刻 了 时 > 相 点 
4 一 土 了 ,从 而 解 可 以 无 限 延 拓 ， 下 上 能 高 开 的 得 形 

问题 1 在 下 势能 (80> 0) 的 铺 形 , 证 明 无 报 延 牛牛 最 方 程 组 

具 严 


mi 一 和 


的 解 的 可 能 性 . 


12.6 ”能量 的 非 临 界 水 平 曲线 


假定 势能 也 定义 在 整个 * 轴 上 , 设 E 是 能 量 的 非 燃 界 值 , 即 变 
互 与 函数 上 在 任何 临界 点 的 值 不 同 ， 考 虚 品 的 值 小 于 百 的 点 所 成 
的 集 台 {*: U(x) 所 E}。 由 于 了 是 连续 的 ;因此 这 个 集合 (图 93) 
由 有 限 个 或 可 数 个 区 间 组 成 (这 些 区 关中 的 两 个 可 以 延伸 到 无 穷 
远 )。 在 这 些 区 间 的 端点 U(x) 二， 因为 不 是 临界 点 ， 所 以 


.$7 = 


U(x) 天 0. 由 于 这 一 理由 ， 集合 {*: U(x) 一 E} 的 每 一 点 刚好 是 
Ux) 之 五 的 一 个 区 间 的 端点 。 因 
此 整个 集合 {x*; Ut{x) 二 了 1 或 是 
整个 * 轴 或 是 不 多 于 可 数 多 个 两 两 
不 相交 的 闭 区 间 药 并 集 ， 其 中 可 能 
包含 一 至 二 条 延伸 至 无 穷 远 揭 射 
线 .在 王 面 药 定 理 中 ,我 们 考 上 臣 这 些 
图 93 ZK 之 RCE 是 非 临 界 区 间 中 欧 一 个 a 三 zx 过 了 (图 94)， 
能 晤 水 平 入 ?的 成 * 的 侍 合 此 处 Ua) 一 U(5) 心 而 且 当 


a 时 Ux 


组 34 与 隔 微 分 同 证 的 相 曲 线 图 95 与 直线 微分 司 胜 的 相 曲 线 
定理 方 和 


2 Ux) = FF， 4 


归 有 只 昌 者 也 


两 条 相册 线 
ty 2(E — U(x)) 
， 。 


组 成 


此 时 


因此 , 当 能 量 互 是 非 临 界 情形 , 互 的 水 平 集 由 有 限 条 或 无 穷 可 
数 条 光 融 的 入 曲 绕组 成 . 


12.7 定理 12.6 的 证 明 


能 量 守 恒定 律 使 我 们 能 显 式 地 解 出 牛顿 方程 。 事实 上 : 对 于 

总 能 量 的 一 个 固定 值 互 ,由 于 

过 二 2B — Ur)), C3) 
因此 速度 # 的 数值 (但 不 是 符号 ) 由 位 置 * 所 确定 ,而 且 我 们 已 经 
完全 知道 如 何 去 解 这 个 一 维 的 方程 ， 

设 {a， zx) 是 我 们 的 术 平 集中 的 虚 ， 此 处 EF (图 96). 利 
用 (3), 我 们 寻求 方程 (1) 满 足 初始 条 件 pC0) 一 +; 外) 一 ;的 
解 。 对 # 附近 的 1, 我 们 得 到 

一 有 | -此 长 二 》 
< 2(E — US)) 
由 于 UC) 天 0 人) 六 0， 积分 
工 一 | 中 
2 … V2(3 — US)) 
下 斧 ; 因 此 (4) 在 某 一 区 间 所 1 之 力 上 确定 了 一 个 连续 玩 数 qp， 
且 pA) ou, pl) —$, 此 函数 处 处 满足 和 牛顿 方程. 

区 间 {#5, 12) 的 长 为 T12。 应 用 对 称 原理 : gt 十 了) 二 p(t 一 
,07 TI2， 把 FP 延 拓 到 长 为 了 /2 的 第 二 个 区 则 ， 园 进 一 
步 的 延 拓 平 则 按 上 周期 性 p(s 十 了) 三 plr) 进行 。 这 样 得 到 的 定 
义 在 整个 直线 上 的 逊 数 处 外 满足 和 牛顿 方程 ， 并 且 满 足 p{i10) 一 
Xi 名 (40) 一 x2。 这 样 一 来 我 们 已 经 构造 了 一 个 方程 给 (2) 的 满 
足 初始 条 和 件 (x* sx 的 解 , 和 而且 它 还 是 周期 为 了 的 周期 解 。 对 应 的 
闭 相 曲线 刚好 是 的 水 平 集 位 于 区 间 < 委 *< 扫 上 上 的 那 一 部 分 。 
这 条 有 曲线 如 同 每 一 条 闭 福 曲线 一 样 与 图 微分 同 是 ( 克 $ 10). 

区 闻 延 伸 至 无 穷 远 的 情形 (在 一 个 方向 或 是 两 个 方向 ) 下 刚才 


= RO = 


图 站 在 有 限时 间 TY 放 二 及 一 所 内， 图 ?7 应 用 反射 延 招 
相 点 (从 到 怒 移 过 半 条 相 此 蝇 和 牛顿 方程 的 解 


研究 过 的 情形 来 得 简单 ,因而 留 作 习 题 . 


12.8 痢 界 水 平 曲线 


临界 的 水 平井 线 的 结构 可 能 更 为 复杂 . 注 春 这 类 相 曲 钱包 括 
况 止 点 {x xs 《此 处 TCOx0) 一 0，x 一 0)， 这 些 静 止 点 本 身 就 
是 相 上 曲线， 若 在 区 出 s < 委 z< 委 加 上 除 Uo) 一 UC6) 一 EE 外 ,处 
处 有 Ux) < 过 百 ， 浆 若 两 喘 痢 是 临界 点 , 即 UCa) 一 开 ( 抽 一 0， 
则 两 个 开 政 

x 二 E Un)), or<b 

都 是 相 曲 线 (图 98a)， 担 点 走 过 此 弧 所 取 时 间 为 无 限 (定理 12.3 
加 上 唯一 性 ). 

车 Day 一 0。 UTU'(5) 关 0【《 图 98by 则 方程 

于 对 十 (ze) FE, ao<n 人 < 


图 38 能 量 的 临界 水 平 些 线 分 解 为 相 曲 线 
确定 了 一 个 非 闭 的 相 曲 线 。 最 后 ,车 C0) 关 0，U'(8) 关 0 (图 


= DO 时 


38c) 则 正如 非 临 阐 水 平 五 一 样 ， 位 于 区 间 a 所 < 守 占 上 的 那 部 分 
临界 水 平 集 是 闭 相 曲线 ， 


12.9 例 

现在 把 上 面 的 研究 应 用 于 单 撑 的 方程 

= — sinz, 

它 具 有 势能 UC) 一 
_ cosx (图 99) 和 临界 点 ” 
xz mm 0 土 1， a 
[和 在 点 一 站 ， 二 :一心 一 ™ 
的 附近 的 闭 相 曲线 像 术 


辑 。 侧 且 这 些 曲 线 对 应 于 
单 搜 的 小 振动 ， 只 概 哲 幅 
很 小 ， 振 动 的 周期 工 就 只 
轻微 地 依赖 于 振 巾 .对 于 
较 大 的 能 量 常数 ， 我 们 得 
到 较 六 范围 的 闭 曲 线 ， 此 
过 程 直到 能 量 达 到 单 摆 在 上 下 闫 倒 位 置 时 的 势能 的 临界 值 为 止 。 
而 振动 的 局 期 在 增加 《因为 洛 荐 由 临界 水 平 集 所 组 成 的 分 界线 的 
运动 的 时 间 是 无 限 的 ). 

对 于 较 大 的 能 量 值 , 我 们 得 到 非 计 曲线 。 在 此 捍 线 上 > 不 改 
变 符 号 , 即 单 摆 不 是 在 振动 而 是 在 旋转 ;而 且 音 摆 在 最 低位 置 时 达 
到 速度 的 景 大 全 , 在 最 高 位 置 时 达到 速度 的 最 小 值 . 注意 到 相差 
28m 的 的 信 对 应 著 单 摆 的 同一 位 置 ， 因 此 ;我 们 选 柱 面 (xz mod 
2x，z3) 而 不 用 平面 (%.，xs) 作为 单 摆 的 相 空 间 是 很 自然 的 《图 
100), 

取 已 经 画 在 平面 中 的 图 象 并 把 它 包 在 柱 曾 上， 我 们 得 到 在 柱 
面 土 的 单 摆 的 想 曲 线 . 除了 两 个 静止 点 4， Bt 最 你 和 最 高 平衡 位 
置 ) 和 两 条 分 界线 C, 只 外 , 相 昌 线 都 是 乒 的 光 请 曲线 . 


图 和 9 单 扫 方 程 让 = 一 ainz 的 相 则 线 


= Ol * 


辕 101 振 凡 接近 于 z 时 , 单 摆 的 恼 敲 

困 100 单 授 的 柱 面相 空间 和 角度 和 疡 的 运动 速度 

问题 1 对 能 重 值 接近 但 稍 低 于 最 高 位 置 的 临界 能 县 的 解 ， 面 出 函数 
x (7) 和 x1) 的 图 形 。 

答 ” 巩 图 101, 充 数 *(1) 和 =,(7) 可 以 用 和 和 ca( 梢 贺 正 弦 和 奖 贺 余 
驴 ) 妨 示 。 当 卫 接 近 下 做 界 值 时 , 单 捍 的 振动 近 颁 变 成 简 谐 的 ， 而且 sm 和 cn 
成 为 sin 和 eos 。 

问题 3 当 能 量 值 五 趋 近 于 上 临界 伪 马 时 , 单 摆 的 振动 周期 以 什么 比率 
笠 离 于 无 限 ? 

答 ” 对 数 比 率 【一 clafE， 一 EE)), 

探 示 见 公 翅 C4). 


12.10 避 守 系统 的 小 扰动 


研究 了 保守 系 绕 的 运动 后 ， 现 在 我 们 可 以 利用 头 于 参数 的 可 
微 性 定理 ($9.5) 去 研究 一 般 形 式 的 邻近 方程 组 ， 在 这 样 做 时 ,我 
们 遇见 一 个 性 质 上 完全 新 的 ,在 应 用 上 很 重要 的 现象 , 即 自 振 或 自 
汶 报 芒 - 

向 题 1 研究 方程 组 
fi 一 za 十 二 人 如 和 9 
| al, xi + 和 
ts oe i) 十 时 (zs )s 
的 粗 曲 缆 , 此 方程 组 与 单 援 的 小 操 动 方 恕 组 只 有 很 小 的 差别 . 

解 ” 当 s 一 0 时, 我们 得 到 单 摊 的 小 振动 方程 ， 由 关于 参数 的 可 微 福 定 

理 知 解 (在 有 限时 间 区 间 ) 与 简 谐 振动 

Ri = Acos (fs RAsin(t — 1) 
差 一 个 8 院 的 修正 项 ,此 处 候 定 s 是 小 量 。， 人 因此、 对 于 充分 小 的 # = aT) 
在 时 间 区 间 了 内 想 点 停留 在 半径 为 4 的 贺 的 附近 ， 


" 2 + 


与 保守 系统 (a = 0) 不 同 , 对 于 s 池 0s 相 曲 线 不 必 是 闭 的 , 它 可 以 有 螺 线 
的 形式 (图 102), 且 相 作 两 展 之 间 有 (s 级 的 ) 小 距离 。 为 了 确定 相 赐 线 基 次 接 
近 坐 标 原点 或 是 离开 坐标 原点 ， 我 们 考虑 纱 原 点 一 周 后 能 量 一 到 过 十 


二 下 的 增 县 。 对 于 这 增生 的 符号 我 们 特别 感 兴趣 * 此 符号 在 伸展 开 的 (不 盘 


统 的 ) 螺 线 上 尖 正 的 , 在 收缩 的 ( 犹 紧 的 ) 螺 线 上 是 贫 的 , 在 极限 环 本 身上 为 
堆 、 现在 我 们 导出 能 量 的 增 基 的 一 个 近似 表达 式 * 即 公式 46)。 


Tp 


4 
A a 


图 102 ” 范 德 玻 (van der Pol) 方 程 的 相 曲 级 和 抠 原 点 一 自居 能 是 的 增 量 

对 于 我 们 所 考虑 的 向 曙 场 的 方向 ;能量 的 导数 是 容易 计算 的 且 它 与 8 成 
比例 : 

Rez,, ta) om Bm, + rf }, (5Y 
为 了 计算 经 过 一 轿 后 能 基 的 增 量 ; 此 联 数 应 该 没 相 轨 线 的 一 加 进行 积分 , 但 
后 者 可 惜 荐 未知 的 ， 但 正如 已 经 说 明 的 ,此 转 接 近 于 圆 , 因 此 , 在 精度 Ofe*) 
内 ;积分 可 以 滑 半 径 为 4 的 加 5 进行 : 
AB 一 | 加 中 [daost —Asint)dr + OK8 


把 《5352 代入 此 式 , 我 们 得” 

AE = EFCAY 十 OC8:), £6) 
此 处 

F(A) = 中 Nar 一 fd 
《积分 沦 半 径 为 4 的 圆 方向 取 逆 时 针 方向 )。 

一 县 算出 函数 4) 后 ,我 们 就 能 研究 相 曲 线 的 性 能 。 落 函数 FCA) 是 

正 的 , 唱 经 过 一 种 后 能 量 的 增 卫 AB 也 是 正 的 (对 小 的 正 数 2)。 在 这 种 情形 ， 
相 曲 线 是 伸展 蝇 线 , 系统 实现 增加 拱 贰 ， 在 另 一 方面 ,车 F<0， 则 AE<0 


1) 这 里 我 们 用 到 事实 ， 沿 着 二 dr 一 Rat dr 二 一 2 
3 


且 根 螺 线 是 收编 的 ,此 时 振 落 是 癌 诚 的 . 
画 致 以 A) 改变 符号 是 可 能 发 生 的 《图 102)， 想 定 以 42 有 单 重 村 所 


才刚 对 于 小 的 8 方程 


AFE(CF ys Xo 
为 相 平 面 上 接近 半径 为 4 的 匣 的 闲 曲 线 荆 所 满足 《这 从 隐 函 数 定理 推出 ). 
显然 厂 是 闭 相册 线 , 即 我 们 系统 的 一 个 极限 环 . 
导数 F* ~ 有 | ，， 的 符号 决定 邻近 的 相 划 线 是 宕 纱 向 极限 环 或 从 极限 


环 上 伸展 开 去 ,着 >0, 则 人 环 是 不 稳定 的 ;着 sF" <0, 则 环 是 稳定 的 。 素 
实 上 , 在 第 一 种 情形 ， 若 相 曲 线 位 于 环 之 外 ， 则 经 过 一 圈 后 能 到 的 增加 大 于 
零 ; 车 相 曲线 位 于 环 内 ， 则 能 量 的 增加 是 负 的 ，、 因 此 想 曲线 总 基 离 开 环 面 运 
动 ， 热 而 在 第 二 种 情形 , 相 上 曲线 则 从 环 内 类 两 方面 接近 于 了 环 ,如 图 102。 
例 1 考虑 范 德 坡 方程 

天 m 一 和 于 SXCL — x*), 

当 hi=0, = (1 一 2 时 ;计算 积分 (6), 我 们 得 到 
1 A 
F(A) = x (4 一 人 4). 


这 个 函数 有 一 单 重 零点 4, 一 2 (图 102)， 而且 对 于 较 小 的 4 渗 
数值 为 正 ;对 于 较 大 的 4 则 为 负 ， 因 此 对 于 小 的 。, 范 德 坡 方 程 在 
相 平面 上 有 接近 于 贺 zw 十 #* 一 4 的 稳定 极限 环 。 

设想 我 们 比较 原 保守 系统 (e 一 9) 的 运动 与 s 天 0 发生 的 运 
动 . 在 保守 系统 ,能 够 发 生 任意 振幅 的 振 芒 ( 所 有 的 相 曲 线 都 是 闭 
的 ) 且 振幅 仅 由 初始 条 件 决定 ， 在 非 保守 系统 (s 基 0), 则 可 能 出 
现 狂 质 上 不 间 的 现象 ,例如 稳定 极限 环 ， 在 此 情形 ,非常 不 同 的 初 
始 条 件 导致 完全 确定 振幅 的 同一 个 周期 振荡 的 建立 ， 所 得 稳定 状 
态 的 系统 称 为 自 振 . 


“问题 3 研究 具有 小 摩擦 的 受到 常数 握 炬 夏 作 用 的 摆 的 自 所 运动 : 
二 sinx 十 中 一 提 ， 


握 示 些 问 题 在 A. A. Ardronov，A.A. Vittand$， EE. khaikin 所 着 的 
Theory of Qeillations (in Russian), Moscow (1959) 
第 七 章 中 对 任何 5 条 进行 了 详细 的 分 析 . 
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第 三 章 线性 系统 


线性 系统 几乎 是 微分 方程 中 存在 完整 理论 的 唯一 的 一 大 类 . 
这 种 理论 本 质 上 是 线性 代数 的 一 个 分 支 ， 它 允许 我 们 去 解 所 有 的 
自治 线性 方程 . 

这 种 线 狂 方程 的 理论 对 于 用 一 次 近似 来 研究 非 研 性 河 题 也 是 
有 用 的 ,例如 , 它 允 许 我 们 研究 平衡 位 置 的 稳定 性 和 在 非 退 化 情况 
下 高 量 场 奇 把 的 拓 扯 分 类 . 


$13 线性 问题 


我 们 从 产生 线性 方程 的 两 个 例子 的 研究 开始 ， 


13.1 例 : 线性 化 


考虑 在 相 空 间 中 由 向 量 场所 决定 的 数 分 方程 .我 们 已 经 知道， 
向 量 场 在 一 个 常 点 (Y 天 0) 的 邻 域 里 有 简单 的 结构 , 见 它 可 用 微分 
同 奈 直 化 ， 现 在 我 们 研究 亲 点 一 场 向 量 为 零 的 点 一 一 的 铝 需 中 
场 的 结构 。 这 样 的 点 多 是 方程 的 靳 定点 。 如 果 这 个 方程 描述 了 
某 个 物理 过 程 , 则 如 是 这 个 过 各 的 驻 定 状态 , 也 就 是 它 的 “平衡 位 
置 ”所 以 研究 奇 点 的 邻 域 就 意味 着 研究 过 程 的 初始 条 件 稍微 地 信 
离 它 们 的 平衡 值 时 〈 例 如 考虑 单 摆 的 最 高 平衡 位 置 和 最 保平 衡 位 
贤 ) 此 过 程 是 如 何 演化 的 . 

为 了 研究 场 疝 量 为 零 的 点 总 的 邻 域 中 的 向 最 场 。 在 所 给 的 令 
域 中 ， 作 场 的 泰勒 级 数 展开 是 很 自然 的 ， 这 个 泰勒 级 数 的 首 项 是 
线性 的 ,把 去 掉 其 余 项 的 过 程 称 为 线性 化 。 线 性 化 了 的 向 最 场 ,可 
以 认为 是 具有 奇 点 疙 的 向 量 场 的 一 个 例子 。 另 一 方面 ,可 以 期 记 
线性 化 方程 的 性 态 接近 于 原来 方程 的 性 态 〈 因 为 在 作 线性 化 时 被 
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去 掉 的 是 高 阶 小 量 )。 当然 ,原来 方程 与 那些 线性 化 方程 的 解 之 间 
的 关系 问题 需要 专门 的 研究 .这 个 研究 是 基于 线性 方程 的 详细 分 
析 ,这 将 是 我 们 首先 关心 的 一 个 课题 . 

问题 1 ”证明 线性 化 是 一 个 不 变 运 算 ， 即 是 一 个 不 依赖 于 坐标 系 的 
算 . 
” 更 严格 地 ,假定 在 区 域 中 场 "由 坐标 系 5 中 的 分 量 mi(z) 给 出 ,又 设 青 
点 的 坐标 为 天 一 0 因此 nt) = 站 一 ls 立 1, 则 原 方 程 且 方程 组 

= rr fo ls 24 -= 二 


的 形式 。 现 在 定义 方程 
一 > a dle 
1 


为 线性 化 方程 ， 考 同 具 有 分 其 名 ,i 一 1，…, 的 切 向 量 670,s 则 线性 方 
程 可 以 写成 
= 
的 形式 ,此 处 4 是 由 托 阵 (e) 所 六 定 隐 线性 映 遇 4: 70, 一 70 现在 可 以 
问题 2 在 平和 位 十 一 入 二 二 0 附近 .把 单 反方 墟 zw、 sns 线 各 
北 ， 


13.2 例 : 及 "的 单 参数 线性 变换 群 


能 够 立即 导致 线性 微分 方程 的 另 一 个 问题 是 描述 线性 空间 
R" 的 单 参数 线性 变换 群 的 问题 

间 先 我 们 注意 到 把 线 任 宰 间 R* 在 任何 -点 的 切 宣 间 与 名 人 
空间 本 身 看 作 且 -个 这 浊 纯 很 自然 的 ， 训 实 上 ， 我 们 认为 切 空 间 
7 了 站: 的 元 素 和 一 一 它 的 代表 是 曲线 外 :了 一 及 "of0) 一半; 与 空间 
R?* 的 问 量 

TF 一 fm 一 站 2 ¢R" 
Fro Ej 


是 一 样 的 (这 个 对 应 v 一 争 是 一 对 一 的 ). 
这 种 粘 合 依 束 于 线 姓 空间 R" 的 结构 ,而 有 在 籁 分 同 耻 下 不 能 
被 保持 。 然 而 ,在 我 们 现在 所 关心 的 线性 问题 中 ( 伐 如 ， 在 单 参 答 


"On 


线性 变换 群 的 问题 中 ), R&R* 的 把 性 空间 的 结构 基 完 全 固定 的 . 因 
此 ,现在 我 们 作 粘 会 TR:==R*， 直 到 我 们 转向 非 线性 问题 研 容 时 
汐止 . 

设 {o,E 及 } 是 一 个 单 参 煞 线 性 变换 群 . 理 考 砌 经 过 点 琵 E 忠 * 
的 轨 线 9p: R 一 及 "， 

向 是 1 证 明 pir) 是 方程 


Ee AX (C12 
满足 初 玛 条 件 pC0) 一 的 解 , 此 处 4:R"—R" 是 让 公式 


Ax = 4 gx WW AER" 
At | roe 


所 定义 的 线性 算 子 ( 主 一 个 及 自 同 态 )， 

提示 网 和 3.2， 

方程 (1) 称 为 是 线性 的 。 于 是 ,为 了 描述 所 有 的 单 参数 线性 变 
换 群 ,我 们 仪 需 研究 线性 方程 (1) 的 解 . 

我 们 以 后 将 看 到 , 单 参 数 线性 变换 群 与 类 型 1) 的 线性 方程 之 
间 的 对 应 基 一 对 一 的 ,由 此 ，, 每 一 个 算 子 4; 民 " 一 RR* 确定 了 一 个 
单 参数 群 {8 人]. 

便 1 设 * 一 1 4 是 用 数 相 和 ,出 #' 是 沸 倍 的 促 虱 . 

问题 3 一 个 刚体 己 骨 速度 性 绕 过 原点 的 一 根 轴 施 转 ; 求 此 刚体 上 点 的 
速度 场 。 


13.3 ”线性 方程 

设 4; R* ->R" 是 s 维 实 空间 RR" 中 的 线性 算 子 . 

定义 “所 谓 线性 方程 指 的 是 具有 相 空间 R* 且 由 速度 场 

WE 一 A 
所 决定 的 方程 
于 一 过 工 ， (1) 

方程 (1) 的 全 称 为 “* 个 实 常 系数 的 一 阶 齐 次 线性 微分 方程 的 方程 
组 ”. 

设 FP i 是 Rr 中 一 个 固定 的 (线性 ) 誉 标 系 , 则 方 
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程 (1) 可 以 写成 一 个 有 * 个 方程 的 方程 组 
党 7 am 人，anirp 了 {1'Y 
jl 


此 处 《az 是 算 子 4 在 给 定 些 标 系 中 的 矩阵 ， 这 个 矩阵 称 为 系统 
(1) 的 矩阵 ， 

当 # 一 1 时 ,方程 C1) 满足 初始 苯 件 ep(0 二 w 的 解 由 指数 国 
数 

PU = eo 

给 出 。 在 一 般 情 况 下 ,假定 我 们 净 朋 了 线性 算 子 的 指数 和 的 人 辣 义 , 则 
这 个 和解 仍然 可 由 同样 的 公式 pl 一 ez 给 出 ， 珊 在 把 我 们 的 注 
意 力 转 到 这 个 间 其 上， | 


$14 算 子 指数 


疯 数 。， 46<R 可 以 由 两 个 等 价 的 方式 


] 2 
et 一 区 十 4 十 全 十 人 十 …， (1) 
21 31 


一 0 


中 的 任何 一 个 来 定义 (此 处 上 表示 单位 算 子 》， 
现在 设 4: R* 一 R" 是 线性 算 子 ， 为 了 定义 e“ ， 我 们 必须 首 
先 定 闵 线性 算 子 序列 的 极限 概念 . 


14.1 算 子 的 范 数 
设 (" ，) 是 R? 中 的 一 个 纯 量 积 , 而 且 设 |x| 一 V(x,x)》 是 向 
量 xe 及 " 的 范 数 , 即 x 与 它 自 身 的 纯 量 积 的 平方 根 . 
定义 ”所 请 线 竹 算 子 4: R" 一 Rs 的 范 数 指 的 是 数 
14| 一 sup Lax 
相逢 [| 


在 儿 何 上 ,141 正 好 是 变换 4 的 最 大 "伸展 系数 ”. 
» 98。 


问题 1 证 明 0 所 141< 吕 。 
提示 141 = np 14x1; 球 |x| 一 工 是 紧 殖 的 , 且 函 致 |4x1 是 连续 的 。 
问题 2 证 明 
[X41 = 人 id 14 + 3 所 |4] + 1E|, 
14B1 i41183|, 
此 处 4，B; Rr Rr 是 组 人 忻 算 和子; 4 ER 是 一 个 数 ， 
问题 3 设 (i;) 是 算 子 4 在 一 个 正 交 基 下 的 佐 阵 , 证 明 


max Di oA lenl’, 
上 i} 


揭示。 G,E. Shilov, An Introdwtion to the Theory of 
Linear Spaces {translated by R.A,Silvyerman)}, Dover, New 
Tork({1974), Sel. 83. 


14.2 英子 度量 空间 


所 有 线性 算 子 4: R" 一 R" 所 成 的 集合 工本 身 是 实数 域 上 的 
一 个 线性 空间 (由 定义 推出 (4 十 48)¥= AX 十 4BX). 

问题 1 线性 空间 上 的 维 数 是 多 少 ? 

答 叫 

提示 ”一 个 算 子 是 由 它 的 矩阵 来 确定 的 。 

现在 我 们 把 二 个 算 子 4，8B 之 癌 的 距离 定义 为 这 两 个 算 子 差 
4 一 五 的 范 数 : 

pf 4 了 ) 一 |4 一 卫 |。 (3) 
定理 ”赋予 度量 5 的 缘 性 算 子 宰 间 是 一 个 守备 麻 量 空间 
证 明 由 定义 (3) 可 得 : 如 果 4 天 日, 风 e 盖 03p0d Nm 


17 记 请 一 个 度量 空间 指 的 是 由 一 个 符合 对 和 一 个 称 为 度量 的 僧 数 p: 邓 勾 于 > 及 
所 组 成 的 一 小 便 2 满 尽 杀 具 :+ 
DD prs yD xyE 邮 3 当 且 仅 当 二 王 # 时 有 Aswsy 二 03 
2 pz 四 到 上 [53 和) 和 2 YE MS: 
3 prs INEPT 中 站 (ay 和 yr #€M, 
车 有 gr0aN 对 Ya j>N 有 pls iT<8s 别 称 度 量 空间 烛 的 一 个 点 弄 的 为 
柯 西 (Cauchy) 序列 ,车 8>03N， 对 Wi>N 有 PCraxi<s* 则 称 点 列 忆 收 
效 于 点 =。 如 果 每 一 个 柯 西 序列 在 M 中 都 收 敏 *。 则 称 空间 凡是 案 条 的 - 


"0 


0i p(B, A) 一 p(A,B8)， 如 果 我 们 置 半 一 4 一 B,Y 一 BB 一 C， 
则 三 角 不 等 式 

ptA, Ch Ep(Ad, B+ p(B, C) 
是 不 等 式 |X 十 了 | 志 1X1 十 1Y1 的 直接 结果 (3$ 14.1 问题 2). 因 
此 ,2 是 一 个 度 景 ,赋予 度量 P 的 空间 工 是 一 个 度 景 空间 。 工 的 完 
备 性 是 容易 证 明 的 ( 见 下 段 》. ] 


14.3 哆 和 音 性 的 证 明 


设 恒 是 一 个 后 西 岸 列 ， 即 翁 定 对 于 每 一 个 e> 0， 存 在 一 个 MI > 0 性 
担 亚 次 > 玉 时 就 有 Ad)<a 给 定 任 一 点 xER"， 构 选 一 个 点 列 Xi & RR"， 
xi AiX。 则 在 英 予 欧 几 里 得 度量 ox, 有 一 |x 一 了 | 的 空间 R* 中 罗 是 
一 个 柯 西 序列 。 事实 上 , 出 算 子 范 数 的 定义 :对 于 为, 大 >>N, 有 

(xa 一 Xa| EP Ans A lx [elx), 
因为 {<1 是 一 个 固定 的 数 (不 依赖 于 友和 形 ; 这 就 证 明了 x; 是 一 个 柯 西 序列 . 
因为 由 是 完备 的 ,因此 极限 
Fo lm x 
存在 。 注 意 , 对 于 *>N(8}) 有 | 一 了 | 所 8}x|, 此 处 w(a) 是 一 人 沾 不 依赖 于 x* 
的 和 上 面 那个 NW 相同 的 数 。 点 3 起 线性 惠 依 赖 于 点 x 《和 的 极限 等 于 极限 
的 和 》。 这 就 给 出 了 一 个 线性 算 于 4: R*->R"，4x 一 yy 4ELI。 而 且 对 于 
>N(8) 有 
PK 一 | 一 二 | = 志 本 


所 区 


因此 空间 是 完备 的 . 0 
问题 1 证 明 一 个 算 于 序列 4 收效 当 且 仅 当 它 的 和 矩阵 序列 在 一 个 固定 
的 基 下 收 伊 ， 利 用 这 个 结论 , 试 给 出 完备 性 的 另 一 个 证 明 . 


A Hx lim A sy 
而 到 4 


14.4 级 到 


设 对 是 一 个 实 线性 空间 ,假如 赋予 对 一 个 度量 ps, 使 得 时 的 二 
点 之 间 的 距离 忆 依 赖 于 这 贾 点 之 间 的 闫 ;5 旦 有 
ptiAx,0) 上 ee ,07， EM AE R. 


再 假定 职 上 述 度 量 的 空间 M 是 一 个 完备 度 旺 空间, 歼 对 称 为 一 个 
线性 赋 范 空间 ,函数 p(x,0) 称 为 的 范 数 并 且 用 1z| 表 示 之 。 

例 1 由 予 度量 

px) AAC EE Ee] 

的 欧 风 里 得 空间 M 一 R" 

例 2 赋予 府 量 

p(4,3) "= |4— 8B| 

的 线性 算 子 4, 了 ; RR" 组 成 的 空间 工 . 

元 紊 4，B & M 闻 的 距离 将 用 |4 一 81 表 示 。 因为 对 中 的 元 
秦 可 以 相 加 和 可 以 用 数 相当; 对 中 的 柯 西 序列 有 极限 ,所 以 形 
如 

A 二 A AEM 

的 级 数 的 理论 与 数值 级 数 的 理论 完全 根 同 、 同 时 ， 函 数 级 数 的 更 
论 也 可 以 立即 报到 在 对 上 上 取 值 的 菌 数 级 数 上 。 

向 是 1 证 明 下 列 二 个 定理 ; 

名 尔 斯 特 拉 斯 (Weierstrass ) 到 别 法 。 若 范 数 思 ，X 一 MY 组 成 的 级 数 


hh (4 


d= 


lit ear, 二 。 0 eR, 


到了 


则 级 元 (4) 在 xX 十 纺 对 上 县 一 歌 收 人 

胃 数 的 可 微 性 定理 车 函数 二 :RM 绷 成 的 级 数 (4) 收 仇 ， 且 其 导数 所 
统 葡 的 绿 到 
(5) 


i=1 
是 歌 收 售 的 出 绿 笋 (4) 可 以 巡 ) 顶 向 分 (+ 是 直线 只 上 的 坐标 ): 
i a dl 
一 入 全 = 之 3 
提 东 当 对 = 民 时 ,证 明 已 在 高 等 微 积分 中 给 出 ，、 对 于 一 般 情 况 的 还 
明 * 可 以 逐 字 王 句 奸 撒 过 来 。 
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14.5 指数 e^ 的 定义 


设 4: R* 一 R" 是 一 个 线性 算 子 . 
定义 ”所谓 算 子 4 的 指数 e4 指 的 是 线性 算 子 
A | ~ A 
- 21 下 生 亚 中 1! 
此 处 是 一 个 恒 等 算 子 (Ex 一 *). 
定 现 给 定 任 意 一 个 4, 丰 每 个 集会 X 一 {4: |4| 所 4, at 


em 十 对 十 


证 明 ”如 果 |4| 所 6; 则 级 数 。 人 以 收 化 于 。* 的 数值 级 数 
1 十 a 十 ealf21 十 -:， | 
为 优 级 数 ,根据 犁 尔 斯 特 拉 斯 判别 法 ,对 于 14| 二 a, 级 数 oz 是 一 
致 收敛 的 . U 
问题 1 如 果 和 矩阵 的 形式 是 


9 (0 2 9 (oo 9 (Co) 


0 1 0 
d) E 0 | 
0 0 of 
斌 计算 类 隆 ef/. 
14.6 全 
考虑 共有 实 系 数 的 一 个 变量 * 的 次 数 小 于 # 的 所 有 多 项 式 组 
成 的 集合 . 因为 多 项 式 能 够 相 加 和 用 数 相 乘 ， 所 以 这 个 党 合 有 实 
线 柱 空间 的 通常 结构 ， 
问题 E 求 所 有 次 数 小 于 ”的 多 项 式 组 成 的 空间 的 维 数 。 
答 si 例如 : 1 x 一 个 基 . 
我 们 用 民 " 表示 所 有 次 数 小 于 ”的 多 项 式 组 成 的 空间 5。 一 个 


切 因此 我 们 认为 这 个 赋予 问 晤 1 申 遍 指 基 的 多 项 式 空间 与 同 构 的 坐标 空间 区 * 是 
一 样 的 ， 
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次 数 小 于 “= 的 多 项 式 了 的 导数 仍 是 一 个 次 数 小 于 # 的 多 项 式 ， 这 
就 给 出 了 一 个 映射 
A: R*—-R’, dp — SP. ¢6) 


问题 2 证 明 4 是 一 个 线性 算 子 ,并 求 它 的 被 和 像 . 

答 Ker4 一 及 !， m4d= Ri 

另 一 方面 , 设 下 (ze 有 R) 表示 关于 的 移动 算 子 : 它 把 多 项 式 
p(x) 变换 到 P(x 十 21). 

问题 3 证 明 互 ':R" 一 R" 是 线性 算 于 ,并 求 它 的 态 和 和 像 。 

答 Ker Hi 一 0 ImH' 一 下 

最 后 ,我 们 构造 算 子 4. 

定理 ”如果 4 是 算 于 (6), 则 

cc 
证 明 ”这 正好 是 多 项 式 的 泰和 靳 公式 


1: dp ,tap 
t= 十 一 < 十 一生 十。 
Prt 1) = px) I a 2 a 


《通过 计算 就 可 通晓 ). 0 


14.7 对 角 线 算 子 的 指数 


假定 算 子 4 的 矩阵 是 对 前 线 和 矩阵 ， 其 对 骨 线 元 束 为 入 ，*……， 
1,。。 则 容易 看 到 算 子 e4 的 矩阵 也 是 对 角 线 矩阵 , 其 对 角 线 元 过 为 
eh, se eile, 

定 凡 潜 算 闻 4: RR* 一 Rr" 在 某 一 个 基 下 的 婚 阵 是 对 角 钱 
抢 阵 , 则 称 算 子 4 为 对 角 线 算 子 。 这样 的 基 称 为 特征 基 。 

问题 1 答 出 一 小 非 对 角 线 算 于 的 榈 于 ， 

问题 2 ”证 明 对 稻 线 算 于 4 的 畦 征 仁 是 实 的 ， 

问题 3 证明; 如 果 一 个 算 于 4: R"-+R* 的 个 特定 慎 全 邦 是 实 的 ,县 
互 不 相同 , 则 4 是 一 个 对 角 线 算 子 。 

设 4 是 一 个 对 角 继 等 于 , 则 在 特征 基 下 ,是 录 容易 计算 的 。 

例 1 若 算 子 4 在 基 eu 下 有 形 如 


= O03 = 


1 
(1 
的 算 阵 . 因为 它 的 特征 值 Al = 2, A = 0 是 实 的 日 互 不 相 局 ， 所 以 算 壬 4 对 


于 特征 基 f 一 e 十 Bis 让 一 昌 一 es 来 说 是 一 个 对 和 角 线 算 于 。 在 这 个 基 下 
4 的 矩阵 刚好 是 


因此 算 子 ”在 这 个 特征 基 下 的 矩阵 是 
本 和 种 
0 1 )- 
于 是 算 子 o: 关于 原来 的 基 的 婚 阵 是 


1 ez 十 “1 
3 el ea 十 II 


14.8 竺 零 算 子 的 指数 


定义 洛 算 子 4:R" -> R" 的 某 个 宕 为 0, 则 称 算 子 4 为 答 等 
算 寺 ， 

问题 1 证明 具 有 阜 阵 

0 1 
(o 0 ) 

的 第 于 是 敌 零 算 于 。 更 一 般 地 ,证 明和 如果 一 个 算 于 的 矩阵 的 主 对 角 线 上 及 主 
对 角 线 以 下 的 所 有 元 素 都 为 0, 别 这 个 算 于 是 筹 零 算 于 . 

问题 3” 证明: 在 所 有 次 数 小 于 = 的 多 项 式 组 成 的 空间 中 ， 微 分 算 子 
djdx 是 敌 零 算 于 ， 

如 果 算 于 4 是 短 办 算 子 , 则 得 数 。“ 是 有 尽 的 ， 即 可 化 为 -个 
有 限 和 . 

问题 3 计算 <“ 人 R) 此 处 4: R'sR* 是 一 个 算 于 ,其 矩阵 为 


oO 上 0 
0 *. 

” 1 

必 0 


《 主 对 角 线 上 面 为 1, 其 余 处 为 办) 
提示 ”解决 这 个 问题 的 一 个 访 法 是 利用 多 项 式 的 素 勒 公式 。 在 某 一 个 


"0d. 


基 下 ( 哪 一 个 ? ) > 微分 算 于 4d/4x 有 一 人 如 上 面 擅 指 册 的 类 型 的 扎 隆 * 更 详细 
的 论证 见 $25. 


14.9 拟 多 项 式 
设 2 是 一 固定 的 实数 ， 则 房 谓 具 有 指数 2 的 所 多 项 式 指 的 是 


形 如 ezp(z) 的 一 个 乘积 ,其 中 pCx) 是 一 个 多 项 式 。p(s) 的 次 数 
称 为 拟 多 项 式 的 次 数 . 

问题 1 ”证明 指 数 为 1 次 数 小 所 = 的 所 有 扳 多 项 式 组 成 的 案 合 是 一 个 
线性 空间 ， 这 个 空间 的 维 数 是 窗 少 ? 

答 ai 例如 es ret ie 是 一 个 基 。 

注 、 正 如 在 多 项 式 的 情况 一 样 ， 拟 多 项 式 的 概念 中 必然 存在 
着 一 些 合 著 的 可 作 两 种 解释 的 地 方 ， 一 个 ( 拟 ) 多 项 式 可 以 看 作 由 
符号 和 字母 组 成 的 一 个 表达 式 ,在 这 种 畏 况 下 ,前 面 问题 的 解答 是 
显然 的 ; 男 一 方面 ,我 们 也 可 以 把 ( 氢 ) 多 项 式 看 作为 一 个 函数 ，、 即 
作为 一 个 映射 1:R -> R， 实 际 上 ,这 两 种 概念 是 等 价 的 ( 当 多 项 式 
的 系数 是 实数 或 复数 了 时). 

问题 2 证 明 ; 可 以 写成 拟 多 项 式 的 每 一 个 活 数 1}; R 一 表 有 一 个 唯一 的 
氢 多 项 式 的 表示 式 ， 

提示 ”我 们 仅 需 注意 ; 如 果 ep(x) 王 0, 则 多 项 式 的 系数 全 部 为 零 . 


指 汶 为 4 次数 小 于 7 的 氢 多 项 式 的 * 维 线性 空间 将 用 民 " 表 


ll 


定理 微分 算 子 21az 是 一 个 从 R" 到 R" 的 线性 算 子 ， 它 对 
每 -个 :eR 有 
er Py H', 《7 
此 处 H': R" 一 R* 是 关于 :的 移动 算 子 ; 即 
(HD CO) ~ f(x 十 四， 
证 明 首先 证 明 一 个 次 数 小 于 » 的 所 多项式 的 导数 和 移动 仍 
是 一 个 次 数 小 于 " 的 拟 多 项 式 , 我 们 注意 到 


1 我 们 即将 考 虞 内 有 洋 系 数 的 (所) 名 项 式 ， 
" 105« 


erpl#)) 一 letp(e) 十 ep Cx), 


eatz+ppkx + 1) 一 errelplx + 1). 
此 外 ， 扳 多 项 式 的 导数 和 移动 的 线 柱 是 显而易见 和 的、 还 要 注意 草 
一 个 拟 多 项 式 的 罕 勒 级 数 在 整个 实 直线 上 是 抱 对 收 语 的 (因为 ce 
和 p(w) 的 素 勒 级 数 均 钨 对 收 毅 》， 比 较 泰 勤 级 数 
ft 二 站 一 bp3 0 1 


和 展开 式 


or 一 


二 二 时 


我 们 就 得 到 了 (7)， 0 
问题 3 如 果 算 子 4 的 和 矩阵 为 


4 1 | 
A “ 是 

自 ， 1 

0 A 


《在 主 对 角 线 上 为 4, 主 对 角 线 上 面 为 1 其 余 处 为 门 。 试 计算 算 子 “4 的 此 
阵 。 例如 ;计算 
T 1 
oo(, 1 ) 


提示 “在 报 多 项 式 空间 中 向 分 算 于 的 矩阵 形式 是 一 定 存在 的 (在 哪 一 个 
基 中 ?)。 更 详细 的 论证 见 $ 23.。 


$I5 指数 的 些 质 
现在 我 们 来 建立 算 子 4: 只 * -> RR" 的 一 些 性 质 ， 这 些 性 质 奸 
立 后 ,我 们 才能 用 。《 去 解 线 性 微分 方程 。 


15.1 群 的 性 质 
设 4: R" 一 R" 是 一 个 线性 算 子 .。 


06 。 


证 明 ”因为 已 经 知道 a‘ 是 一 个 线性 算 子 ， 所 以 我 们 只 需要 
证 明 


ET {17 


以 及 < 可 缴 地 依赖 于 :，。 事实 上 , 如 期 望 于 指数 函数 那样 ,我们 
将 证 明 
ed me [27 
为 了 证 明 群 性 质 (17， 首 先 我 们 把 级 数 起 4 的 宕 进行 形式 上 的 相 
条 ,得 到 
a 工人 十 
(E+14 十 夺 4 十 )(E+s4 十 二 在 二 ) 
Et(+)4+(5 十 as 十 三) + “is 

因为 在 数值 级 数 (4 &€ 民 ) 时 公式 (1) 有 成立; 所 以 在 条 积 中 4* 的 系 
数 等 于 人 干 0*11。 这 种 六 项 相 习 的 合法 性 可 以 用 证 明 抱 对 了 政 
钱 的 数值 级 数 逐 项 相 弱 的 合法 狂 一 样 的 方法 米 证 有 明 (因为 级 数 
ce 和 oo“ 是 收获 的 ,此 处 as 一 141, 所 以 级 数 e'* 和 ce* 是 绝对 
收效 的 ). 

为 了 证 明 (2), 我 们 对 级 数 a*! 关 于 : 进行 形式 上 的 微分 ,得 到 
一 个 导数 的 级 数 : 

SA IA 
六 去 (全 4 全 后 人 

这 个 级 数 正如 原来 的 级 数 一 样 在 任何 域 i|41 < :1 插 7T 中 绝对 
且 一 致 收 佣 。 所 以 级 数 和 的 导数 存在 且 等 于 导数 级 数 的 和 . 中 

在 证 明了 下 面 的 引 理 以 启 ; 我 们 也 能 够 直接 化 为 数 慢 级 数 的 情况 来 证 表 
【1 


多 项 或 和 4，…，A4w: Re 都 时 名 休 竺 于 出 


"107 。 


人 4 
证 明 这 是 514.1 问题 2 的 直接 结果 。 
公式 (也 的 证 上 明 设 54td) 为 级 数 呈 的 部 分 利 : 
A 


set ) = 一 
(4A) 之 丰 ， 


则 5 是 一 个 具有 非 负 有 系数 关于 4 的 多 项 式 , 我 们 必须 证 明 : 当 mw 一 0 时 ? 差 
和 mmSufr4djsufzd) — Sol (sf + 1)A) 

收 化 于 0。 注 毅 到 4。 是 一 个 具有 非 久 系数 的 关于 s4 和 14 的 多 项 式 .事实 
上 , 在 彝 积 级 数 中 ,关于 4 的 次 数 不 高 于 的 所 有 项 是 由 两 个 因 于 级 数 中 关 
于 4 的 次 数 不 商 于 亚 的 项 相 乘 而 得 到 。 此外 ，5Smlti 十 引 4) 是 芽 积 级 数 的 
部 分 和 ， 所 以 A= 是 在 积 Sw(44)Sw(s4) 中 关于 4 的 次 数 高 于 m 的 所 有 项 的 
和 ;而 具有 非 负 系数 多 项 式 的 绞 积 的 所 有 系数 仍 是 非 负 的 ， 

根据 引 理 得 到 

[ACiAs sd) | Ai | 1sd ly. 
设 r 和 5 表示 非 久 数 |i4| 和 1s4| ,这 样 就 有 
An(r,o) 一 Se(z)Ss(o) 一 Se(z + 0). 
因为 < 一 所 以 当 mm 一 09 时 ,上 式 的 右 端 收 合 于 0* 于 是 
lim 全 etz43 i) 一 站 9 

因此 公式 51? 获 证 - 里 0 

问题 et 一 ee 正确 吗 ? 

答 不 正确 . 

问题 2 证 明 dete* 0, 

提示 = (e) 

问题 3 证 明 ; 在 欧 几 里 得 空间 里 , 如 果 女 是 一 个 反对 称 算 子 ; 刚 算 于 
e+ 是 正 交 的 。 


15.2 常 系数 线性 方程 理论 的 基本 定理 
由 定理 15.1 可 直接 推出 微分 方程 
主 = AT, YER" C3) 
的 解 的 一 个 公式 ， 
定理 方程 (3) 满 尽 初 给 条 件 w(0) 一 的 解 时 
= 站 


中 (人 — eo rER. (41) 
证 明 根据 微分 公式 (2) 有 

4 — Ae = APP), 

A 


所 以 PO 是 一 个 和解 .而且 e* 一 ,gp(0) 一 3p， 因为 由 唯一 性 定理 ， 
方程 (3) 的 每 一 个 解 与 式 (4) 在 它 的 定义 域 里 是 重合 的 。 这 就 证 明 
了 定理 ， 0 


15.3 ”空间 R* 的 单 参数 线性 变换 群 的 一 般 形 式 


线 侍 算 子 A; Re _ 有 =， 使 得 2 一 4 成 立 . 和 
证 明 设 


ee 


dt | Fo : 


我 们 已 经 证 明了 ( 见 $3.2 和 513.2 中 的 问题 1 雪线 多 站 一 gz 是 
方程 (3) 满足 初始 条 件 Pp(0) 一 x 的 一 个 解 。 位 由 于 (4) ,我们 得 
到 EX = ex 0 


向 题 1 证 明 无 穷 小 引 成 元 是 由 群 唯一 决定 的 
注 于 是 形 如 (3) 的 线性 微分 方程 和 它们 的 相 流 {g 人 之 间 存 
在 车 一 个 一 一 对 应 关系 ,此 处 每 一 个 相 流 由 线性 微分 司 是 组成， 


15.4 指数 的 另 一 个 定义 


ce 一 lim (B 十 a (5) 


ex 一 (E+ + 万 守 亿 一 全 | 
Ex | mt 


因为 关子 er 的 级 数 收 敏 而 且 


C+ 及 


是 一 个 多 项 式 , 所 以 此 级 数 收 化 又 因 为 
二 > -(m 一 外 十】 站 
天 1 


"7 “ 


所 以 右边 级 数 的 系数 是 非 负 的 ， 
因此 , 置 |41 一 se， 我 们 得 到 


2+ 人 [< 如 多- 级 


~ {i 十 三) ， 
Fr | 


当 mm 一 00 时 ,此 表达 式 的 右边 趋向 于 0， l 


15.5 例 ，er 的 欧 拉 公式 

设 e 是 复线 , 我 们 可 以 把 e 看 作 实 平面 Re， 而 且 拒 用 一 个 复 
数 * 相 莱 看 作为 一 个 线性 算 子 A4; R' 一 有 则 算 子 4 是 转角 为 
arg # 的 旋转 加 上 |x| 倍 的 伸展 . 

问题 1 求 在 基 = le 一 上 下 ,用 yx 一 * 十 名 相 雪 的 年 阵 。 


管 (， 本 ). 
现在 我 们 来 求 ee: ， 根据 公式 (5), 首先 我 们 必须 构造 用 工 十 


Csjm) 相 冬 所 对 应 的 算 子 B 十 (41tw), 即 作 转 让 为 argfl 十 zt) 
的 旋转 的 同时 作 伸 展 因子 为 |1 十 (zjm) | 的 伸展 (图 103》。 


图 1 好 契 数 1 十 Cr 


"1i0 * 


问题 2 证 明 : 当 盖 一 co 时 有 
arg (1 十 三 ) 亚 Im 一 十 (二 )， 
+ itr 二 + 全) 《6》 
算 子 (E 十 《41m))* 是 转角 为 marg (1 十 (zj/m)) 的 旋转 以 
及 伸展 因子 为 |1 十 (sjm)|1” 的 伸展 .利用 式 (6), 我 们 求 得 旋转 
和 角度 各 伸 诬 系数 的 极限 值 
lmm arg @ 十 三] 一 fm yz， 


Hm 1 十 三 | = C7) 


下 


定理 设 z 一 «十 iv 是 一 个 复数 而 且 4: R' -> 民 是 一 个 用 


证 明 这 是 公式 (7) 的 直接 结果 ， 
定义 复数 
ce"(eosz tisinv) 一 lim (1 十 三 ) 
称 为 复数 * 一 x 十 jz 的 指数 ,并 用 
COS + 7 oine) (C8) 

表示 ， 

注 如 果 我 们 认为 复数 z 与 用 z 相 彝 的 算 子 是 一 样 的 ， 则 因 
为 一 个 算 子 的 指数 已 经 有 了 定义 ， 所 以 这 个 定 尺 可 和 看 作 一 个 定 
理 . 

向 是 3 求 e?, egetiy ei, -i 

何 题 4 证 出 i eeacst3 | 全 让 坟 | ss 天 c, 

注 ” 尖 为 指数 也 可 以 用 级 数 来 定义 ,我 们 有 


“ltrtIr t'séC C9) 


» 1il* 


(这 个 级 数 在 每 一 个 贺 盘 |z| 志 s 内 是 绝对 且 一 致 收敛 的 ). 

问题 5 将 此 级 数 与 欧 拉 CEoler) 公式 (3 比较， 试 导 出 sinr 和 cosw 的 
泰勒 级 数 . 

注 反之 ,从 sinw， cosv 和 e* 的 泰勒 级 数 的 知识 出 发 , 取 公 
式 (9) 作 为 e' 的 定义 ,我 们 可 以 证 明 公 式 (8). 


15.6 欧 拉 折 线 


结合 公式 (4) 与 (5), 我 们 得 到 一 个 通常 称 为 欧 拉 折线 法 的 求 
微分 方程 (3) 的 近似 解 的 方法 ， 

考虑 共有 线性 相 空 间 R" 县 出访 量 场 Y 闫 定 的 微分 方程 。 为 
了 求 微 分 方程 评 一 v(x), x & RR* 满足 初始 条 件 x 的 解 pp, 我 们 的 
过 程 如 下 ( 几 104)， 在 点 = 的 速度 是 已 知 的 而 且 刚 好 等 于 Ym). 
假定 我 们 经 过 xs， 世 wz 的 速度 移动 一 个 时 间 疗 隔 Ar 一 上 
则 我 们 到 达 点 3% 一 如 十 YG6)Az， 然 后 ,我们 再 以 w(x) 的 速度 
移动 男 一 个 时 间 间 隔 Arf, 等 等 : 

了 于 本 DA 天 一 0 1 一 虐 

最 后 一 点 x 用 wl(?) 表示 .注意 : 这 个 表示 具有 分 段 常 速度 的 运 
动 的 图 像 是 扩张 相 空 间 RR x R" 中 册 N 个 线段 组 成 的 一 条 多 角 上 曲 
线 ( 直线), 这 种 多 角 曲 线 通常 称 为 欧 拉 拆 线 、 当 六 一 中 时 ， 和希 
望 欧 拉 折 线 序 列 将 收 仿 到 一 条 积分 曲线 是 很 自然 的 ， 因 此 对 于 大 
的 六 ,最 后 一 点 Kvt 将 接近 于 满足 初始 信件 pg(0) 一 x 的 解 p 在 


HH 4R 


图 104 欧 近 折 续 
"112 * 


时 姥 * 的 什 . 
定理 对 干线 性 方 各 (3) 有 
lm 其 wz 一 Pp. {10) 


证 明 从 vtx) = 4x 的 欧 拉 折线 的 构造 推 得 
~ 人 
其 (E 村 4 臣 9 


所 以 由 (5) 得 
lim 其 ve) 一 “3 


再 由 (4) ,我 们 从 上 式 推 得 (10). [ 
问题 1 证 明 : 不 仅 欧 拉 折 如 的 末端 通 近 P07) 而 且 以 欧 控 折线 为 它 的 
图 象 的 辟 个 逐 段 线性 函数 序列 me: 1 一 R* 在 区 休 [0、:] 上 也 一 致 收效 到 解 
P， 
注 在 一 般 情 况 下 (向量 场 w 非 线性 地 依赖 于 x), 欧 拉 折线 
也 能 够 写成 形式 


其 w 一 (E 下 ) Wo, 


此 处 4 是 一 个 把 点 工 变换 到 点 v(x) 的 非 线性 算 子 ， 以 后 我 们 将 
看 到 (§ 31.9) 妈 使 在 这 种 情况 下 ,至 少 对 充分 小 的 ltl, 欧 拉 折线 序 
列 仍 收 伍 到 一 个 解 ， 于 是 表达 式 《4? 非常 一 般 地 给 出 了 所 有 微分 
方程 的 解 , 表 达 式 (4) 中 的 指数 由 公式 (5) 定 义 ”. 

这 种 指数 的 欧 拉 理论 (所 有 它 的 各 种 不 同 的 形式 ,本 质 上 都 是 
相同 的 ), 从 数 < 的 定义 、“ 的 欧 拉 公式 和 泰勒 公式 ,一 直到 线性 
方程 解 的 公式 (4) 和 欧 拉 拆 线 法 有 许多 超出 本 教材 范围 的 其 他 方 
面 的 应 用 . 


i) 在 实践 由， 欧 拉 折 线 的 应 用 不 是 近似 地 和 解 微 分 方程 的 一 个 方便 的 方法 ， 因 为 机 
得 到 高 精度 ， 我 们 必须 挑 逻 一 个 非常 小 的 " 步 长 ”At 的 情 . 更 常用 的 是 各 种 精 
炼 的 欧 拉 方法 . 在 这 些 方法 中 。 积 分 暑 线 不 是 用 直 厂 归来 近似 ， 而 是 用 某 次 吞 
的 捞 物 线 弧 或 其 他 昔 斌 攻 来 近似 . 量 常 用 的 方法 是 那些 在 近 氢 计算 节 中 讨论 
的 阿达 姬 斯 《Adams)y 斯 图 默 CSt6rmer) 和 弟 格 (Rungs) 方法 ， 
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$16 指数 的 行列 式 


假定 算 子 4 是 由 它 的 矩阵 所 规定 。 则 为 了 求 出 算 子 e* 的 矩 
阵 可 能 需要 经 过 元 长 的 计算 .然而 ,我 们 即将 看 到 算 子 e“ 的 矩 降 
的 行列 式 可 以 非常 容易 地 计算 出 来， 


16.1 算 子 的 行列 式 

定义 ”所谓 线性 算 子 4: R" -> R" 的 行列 式 指 的 是 在 任何 基 
e,，-…-, es 下 4 的 乱 降 的 行列 式 ,此 行列 式 用 det 4 表示 。 

算 子 4 的 矩阵 的 行列 式 不 依赖 于 基 。 事 实 上 , 如 果 (4) 是 在 
基 @，…, e, 下 算 子 4 的 矩 降 , 则 在 另 一 个 基 下 的 矩阵 是 (8)， 
(4)(B-27。 而 且 明 显 地 有 det(B)(4)CB-D 一 det(4). 

一 个 征 阵 的 行列 式 是 平行 六 面体 ?的 ?有 向 体积 ， 此 平行 六 面 


| 


例如 , 当 n 一 2 (图 105) 时 行列 式 
XI Xs 
¥1 的 
是 由 向 量 息 一 《xy 和 起 一 《za yp) 所 张 成 的 平行 四 边 形 的 面 
积 , 而 且 规 定 如 果 向 量 序 偶 (看 ,$6,) 与 基 向 量 偶 (em, ey) 有 相同 的 
R: 的 方向 时 此 面积 取 正 号 , 爸 则 取 作 入 . 

在 基 =,… …，e 下, 算 子 4 的 矩阵 的 第 i 列 是 由 第 i 个 基 向 县 
e; 的 像 4e 的 分 量 所 组 成 因此、 算 子 4 的 行列 式 是 单位 立方 体 


( 杰 为 @,，-……， es 的 平行 六 面体 ) 在 映射 4 之 下 的 像 的 有 向 体积 . 


前 和 


问题 1 设 卫 是 一 个 具有 线性 无 关 楼 的 平行 六 面体 . 证 明 在 


1 楼 为 者 ，…s ERR" 的 平行 六 面体 是 R" 的 于 集 , 此 于 僻 为 所 有 形 如 
CE 
的 点 所 组 成 。， 当 “= 2 时 ， 这 种 平行 六 面体 称 为 平行 四 边 形 ， 从 体积 的 任何 定 
六 出 发 ， 我 们 可 以 容易 地 证 明 这 全 打 重点 号 的 结论 ， 必 之 :这 侍 结 论 可 以 帮 为 
平行 六 面体 体 积 约 定义 ， 


2) 潮 廊 如 忠 ; 其 实 应 为 超 平行 体 ， 一 一 译 者 注 
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图 105 ”一 个 矩 其 的 行列 式 芍 于 由 这 个 矩 莉 
的 列 所 张 成 的 平行 四 边 形 的 有 向 面积 


园 射 4, 下 平行 六 面体 的 像 4 的 (有 锯 ) 体 积 与 蕊 的 《有 向 ) 体积 
之 比 与 了 无 关 , 且 等 于 det 4. 

注 通晓 尺 " 中 体积 度量 理论 的 读者 将 会 发 现 0 可 用 任何 其 
他 县 有 体积 的 图 形 来 代替 ， 


昭和 


画 形 的 形状 ， 志 以 对 所 有 图 形 ( 鞭 至 在 平 画 的 情况 下 ) 体 积 伟 展 都 
是 相同 的 结论 并 不 是 显然 的 . 


16.2 算 子 的 连 

所 请 矩阵 4 一 《am 的 和 迹 一 一 用 Tr 43 未 示 一 一 - 指 的 是 它 的 
对 骨 线 元 宗 的 和 , 妈 

TrA = 3 Bis 

一 个 算 子 4:R" 一 R" 的 措 阵 的 迹 不 依 融 于 基 , 而 仅 依赖 于 算 
于 本 身 ， 

问题 1 证 明 一 个 矩阵 的 迹 等 于 它 的 所 有 * 个 特征 值 之 和 ， 而 它 的 行列 
式 等 于 所 有 特征 慎之 积 ， 

提示 ”把 公式 


19 4 的 迹 有 肝 用 SpA 表示 (从 德 文 "Spur? 而 来 ), 
“1 。 


CARA = 
应 用 到 多 项 式 


de (4 AB) = (A + A Dost 


Fl 


上 ， 

因为 特征 全 是 未 依赖 于 基 , 所 以 我 们 有 下 面 的 定义 . 

定义 “所谓 一 个 等 子 4 的 迹 指 的 是 它 的 矩阵 在 任何 〈 因 此 是 
每 一 个 ) 基 下 的 迹 . 


16.3 布 烈 式 和 迹 之 间 的 关系 


当 g _ 0 时 ， 和 要 曲 昌 生 
det (了 二 Ed) 一 1 十 ETrd 十 Ke， 

弟 一 个 证 明 算 子 三 上 sd 的 行列 式 等 于 这 个 算 于 的 特征 杆 之 积 , 而 
B + #4 的 特征 值 (应 当 注 意 特 征 情 的 午 数 ) 等 于 1+ 碎 ， 此 处 是 4 的 特征 
莘 。 从 而 有 

dot CE + 600) — TO +o) m1 ts Th + oe). 

第 二 个 证 明 显然 p(s》 一 det {E + sd) 是 一 个 关于 上 的 多 项 式 ， 且 有 
$40) = I， 我 们 必须 证 明 《0 = Tr d。 把 矩阵 E 十 84 的 元 杂 用 z 表 
示 : 我 们 有 


| | dr 
ds 中 一 旱 di Oxiy E ae J 


此 处 ^ 是 五 + a4 一 《5)) 的 行列 式 。 由 定义 , 偏 导数 -| 等 于 


dt CE + Heiy), 
此 处 (es4) 是 这 样 的 矩阵 , 它 的 唯一 的 非 零 元 素 是 在 第 i 行 第 i 列 和 位 置 上 的 1 
而 


dnt (E+ ha) = { ， pp 
jy 


"11i6， 


因此 


从 而 有 


dp 
de 


皇 mr 性 fm] ef] 


时 
| 


| 


例如 , 在 图 106 中 所 示 的 接近 于 已 知 正方 形 的 平行 四 边 形 的 
天 积 与 画 阴 浊 线 的 和 矩 形 的 大 积 相差 仅 为 一 个 二 阶 无 穷 小 县 ， 

这 个 推论 也 可 以 由 初等 几何 的 方 浴 导 出 ， 这 样 导数 上 面 定理 
的 一 个 纯 几何 的 证 明 ， 


AR 


图 106 接近 于 巨 徊 正方 形 的 平行 
四 过 有 形 的 面积 的 近似 汕 定 


16.4 牌子 ex 的 行列 式 
定理 对 于 任何 线性 算 子 4:R" 一 R" 均 有 
det ed es er 
证 明 ”按照 指数 的 第 二 个 定义 ， 
det c4 一 detfim ( 十 27 ~ limdet (E 十 2), 
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因为 一 个 矩阵 的 行列 式 关于 它 的 元 素 是 一 个 多 项 式 〔 因 此 是 连续 
的 )， 此 外 ,由 定理 16.3， 


det (z + 24) ~- da (z 二 所 | 
-=|1+ 二 Tr4+0(S) 


最 后 注意 到 对 于 任何 we< 都 有 
lim 攻 二 十 0 后] 一 e， 


形 二 囊 


特别 当 a 一 Tr 4 时 ,上 式 应 该 成 立 ， 0 
推论 1 算 子 o“ 是非 奇异 的 


推论 2 算 于 e< 保持 R" 的 方向 ( 即 det ed > 昌 。 
推论 3( 刘 维尔 公式 ) 线性 方 得 


这 一 4z， ER (1) 
的 ， 准 壕 隐身 & 是 用 儿子 c 区 年 何 -个 图 丈 的 体积 。 此 外 
a= Tr/i. 
证 明 注意 到 
det 中 det ed = ETA om 2 品 


特别 ,这 个 推论 还 萄 合 了 
推论 4 如 果 44 的 迹 等 于 2 和 0 和 和 这 人 你 各 下 于 


tt 


证 明 及 要 汪 有 汉 2 二 了 划 可 | ] 
例 1 考虑 具有 摩擦 系数 一 《的 单 择 方 程 
是 
它 等 价 于 系统 
Lr ys 
1 一 一 如 十 xs 
它 的 算 阵 为 
心 1 
(1 
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(图 107)， 这 个 拖 阵 的 迹 等 于 8&。 设 {8 是 由 上 面 系统 所 规定 的 
相 流 。 则 如 果 天 < 0, 变换 站 把 相 平面 上 每 一 个 区 域 变换 到 面积 
较 小 的 区 域 ; 另 一 方面 , 在 一 个 具有 贷 摩擦 ( > 0) 的 系统 中 :区 
域 g'D,+ 之 0 的 面积 大 于 局 的 面积 。 最 后 ,如果 没 有 摩擦 屠 二 0)， 
则 相 洪 保持 区 域 的 面积 不 变 。 这 是 不 足 为 奇 的 , 因为 在 最 后 一 种 
情况 , 我 们 从 $ 6.6 知道 g' 是 一 个 转角 为 : 的 旋转 。 


图 107 在 有 隘 控 系数 一 的 单 拘 方 程 的 相 流 
的 变换 于 ;面积 的 变化 情况 . 


向 题 1 假定 4 的 所 有 特征 值 的 实 部 是 负 的 ; 证 明 经 过 方程 C1) 的 相 流 
?" 变换 后 ,体积 是 减 小 的 (1:> 9), 

问题 2 ”证明 算 子 ““ 的 特征 值 等 于 *,, 此 处 加 是 算 于 有 的 特征 慎 。 利 
用 这 个 结论 试 证 明定 理 16.4， 


$17 互 不 外 同 的 实 特征 值 的 情 次 


在 涉及 微分 方程 的 实际 问题 中 ， 算 子 4 的 矩阵 是 在 某 个 基 下 
给 出 的 ， 同 时 我 们 必须 确切 地 计算 在 同一 个 基 下 算 子 e4 的 矩阵 . 
现在 ,我 们 在 4 具有 互 不 相 局 的 实 特征 什 的 特别 简单 的 情况 下 着 
手 解决 这 个 问题 。 


17.1 对 角 线 算 子 


考虑 线性 微分 方程 
站 二 Ax, XER", (1) 
此 处 4: R" 一 R" 是 一 个 对 角 线 算 子 。 算 子 4 的 矩阵 在 它 的 特征 
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基 下 ?有 如 下 形式 


站 处 4 是 和 4 的 特征 入， 算 于 e* 的 矩阵 在 相同 的 基 下 为 


[ | 
届 en 


于 是 在 这 个 基 下 ,方程 (1) 满 足 初始 条 件 pC 人 一 《ro xp 的 
解 p 有 分 量 
1 

如 果 算 子 4 的 * 个 特征 向 量 是 实 的 且 互 不 相同 ， 则 4 是 一 个 
对 角 线 算 了 于 《RR" 可 以 分 解 成 在 4 作用 下 一 维 不 变 于 空间 的 直接 
种 }。 在 这 种 情况 下 , 解 方 程 (1) 的 程序 如 下 进行 : 

1》 形成 特征 方程 

det (A — 41E) 一 0; 

2) 求 这 特征 方程 的 根 为 ，-…，?i。 人 《iv 根 定 是 实 的 且 互 不 相 
同 ); 

3) 求 满足 线性 方程 

世 放 1 

的 特征 向 昌 站， 志和 

4) 关于 特征 向 量 展开 初始 条 件 ; 

ZX 一 之 : 了 


5) 写 出 答案 
pl = DCemk, 


Pe 


1 如 果 算 于 4 的 矩阵 原来 是 在 一 个 其 他 的 基 下 给 对 的 ; 出 我 们 首先 寞 把 这 个 矩阵 
转向 特征 基 下 。 
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竺 别 ， 我 们 有 有 下面 的 


Po 


17.2 例 
考 夸 有 摩 所 的 单 控 
RL 23 
EE = Xi 大 1 
算 子 4 的 矩阵 为 
0 1 
( 让 
因此 
Tr 4 一 一点: det 4 一 工 。 
相应 的 特征 方程 为 


十 下 寺 1 一 0， 
如 果 它 的 羯 别 式 是 正 的 , 即 如 果 壤 | > 2, 则 此 方程 有 二 个 不 相同 
的 实 根 ， 因 此 如 果 摩 擦 系数 万 充 分 大 (绝对 值 ), 出 算 于 4 是 一 个 
对 角 线 算 子 。 
现在 候 定 不 > 2, 则 圣 征 方程 的 二 个 根 lx， 入 是 负 的 , 而 县 在 
特征 基 下 方程 变 为 
六 = ln Li0, 
i La < 
因此 , 像 在 5 4 口 一 样 , 我们 得 到 方程 的 解 为 
FE) ery (0), 
PD = eh yl 0), 
而 且 相 曲线 如 图 108 中 所 示 , 它 有 一 个 结 点 。 当 :一 co 时 , 所 有 
解 都 趋向 于 0, 又 如 果 14;| 记 [| 则 几乎 所 有 的 积分 曲线 都 切 于 加 
轴 (Cy; 趋 向 于 0 比 力 快 )。 平 面 (msxs) 上 的 图 像 是 由 平面 (yy 
上 的 图 像 作 一 个 线性 变换 面 得 到 的 。 
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HA 


WA TR 
NN 


$2 
图 108 在 特征 基 下 具有 强 摩 毛 图 109 在 一 起 基 下 反 有 强 摩 
的 单 摆 方 程 的 祖 曲 线 擦 的 单 强 方程 的 相 曲 线 


例如 ,假设 区 一 10/3, 则 1 一 一 1/3, 14; 一 一 3， 为 了 求 出 特 
年 向 量 名 , 我 们 利用 条 件 x 一 一 3x;，、 得 到 名 一 @, 一 3@。 类 似 
地 , 我 们 可 得 此 一 名 一 3e。 因为 | 为 | 二 ||， 所 以 相 曲 线 有 如 
图 109 所 表示 的 形状 。 研究 图 109, 我 们 得 到 下 面值 得 注意 的 结 
论 : 如 果 摩 掠 系数 下 充分 大 (人 > 2)， 则 单 摆 不 作 误 减 振动 ,而 是 
直接 地 进入 它 的 平衡 位 置 ;事实 上 , 它 的 速度 *, 变 号 的 次 数 不 大 于 


sap 


问题 1 求 图 109 中 对 应 于 相 曲 线 [，T 和 红 的 单 摆 的 运动 。 并 男 出 


所 六 的 典型 图 像 。 
问题 3 研究 具有 麻 氛 的 倒置 单 摆 的 运动 : 
中 一 
17.3 ”离散 情 况 


上 杆 记 说 的 关于 具有 人 连续 自 变 量 : 的 指数 e'4 的 一 切 内 容 都 
可 以 同样 地 应 用 到 具有 离散 和 的 自 变量 # 的 指数 4* 上 去 .特别 ,如 
果 4 是 一 个 对 角 线 算 子 。 则 过 渡 到 对 角 线 基 , 4A” 的 计算 是 很 方便 
的 . 
问题 如 果 #5 衬 2, 则 非 波 那 契 (Fibonacci》 序 列 
Os 1s 1s 2, 33 5 By 13y -"e 


a 122 ， 


是 由 条 件 
次 四 0 者 | ll 1， Ee Rt 丰 | 


来 定义 的 。 试 求 + 的 显 式 表示 式 。 证明 六 像 几何 级 娄 一 样 地 增长 ,并 求 


提示 ”注意 到 向 重 耐 二 《xr xn_1) 可 以 用 和 来 线性 表示 
二 = (1, 犁 7 二 一 -3 4=( ， 小 


1 [i 
因此 ;是 向 是 如 -二 的 第 一 个 分 一， 
LVY5T1I 1 和 aa ltV5 
答 wx 一 ] -了 VF {A 和 3 此 钼 4.a 2 
是 4 的 特征 值 。 
评注 ”进行 同样 的 论证 ,可 以 把 南 关 系 式 
一 人, 


连 局 前 而 & 项 yy 区 -来 定义 的 任何 一 个 二 次 递 推 序列 的 研究 化 为 指 


数 必 的 研究 ;此 处 4:R* ”>R 是 一 个 线性 算 子 。 因 此 知道 了 加 何 计算 一 个 指 
数 的 矩阵 ,就 使 我 们 能 够 计算 所 有 的 递 推 序列 。 

加 到 计算 e" 的 一 般 问题 ,我 们 注意 到 特征 方程 det(4 一 4E) 
二 4 的 根 可 以 是 复数 。 为 了 研究 这 种 情况 ; 我 们 首先 考虑 具有 复 
相 空 间 C" 的 线性 方程 


$18 复 化 与 实 化 


在 研究 复 微 分 方程 以 前 ,我 们 引 人 一 个 实 空 间 复 化 Complexi- 
ficationy 和 一 个 复 空 间 实 化 《Decomplexification) 的 概念 。 


18.1 实 化 


设 C" 表示 在 复数 域 C 上 的 一 个 * 维 线性 空间 ， 所 谓 空间 C” 
的 实 化 指 的 是 一 个 实 线性 空间 , 这 个 实 线性 空间 作为 一 个 群 与 
1 一 个 太 阶 递 推 序列 的 定义 所 要 知道 这 个 序列 的 前 面 六 项 ; 这 本 万 实 与 一 个 天 阶 


秋分 方程 的 相 空间 天 下 维 的 这 个 事实 是 有 密切 关系 的 > 如 办 微分 方程 写成 差分 
方程 的 极限 y 则 这 个 美 素 就 成 为 显而易见 的 了 ， 


+ 123 + 


重合 ;并且 在 这 个 空间 中 条 以 实数 的 顷 法 的 定义 和 "中 定义 的 方 
法 相同 , 而 弱 以 复数 的 条 法 是 完全 没有 定义 的 《 换 名 话说, 实 化 
C* 指 的 是 忘掉 关于 人 加 法 群 的 结构 ,而 保持 R 加 法 群 的 结构 .) 

显而易见 , 空间 C"” 的 实 化 空间 是 一 个 24 维 实 线性 空间 R". 
我 们 用 左上 标 及 表示 实 化 空间 , 例如 ,CC 一 及 

如 果 吕 ,*，' ,es 是 刀 * 由 的 一 个 基 , 则 ea， … esy ie vie 
是 "一 R* 中 的 一 个 基 . 

设 4: CG” 一 "是 一 个 线性 算 子 . 所 谓 算 子 4 的 实 化 指 的 是 
R 线性 算 于 4; RC” 一 RC" 而 这 个 及 线性 算 于 4 与 4 逐 点 重 
合 . 

问题 1 设 9 和 所， 分别 是 空间 C” 和 CC? 由 的 基 , 而 设 (4) 
是 算 于 4 的 矩 降 试 求实 化 算 子 “4 的 矩阵 . 

答 (4 下 此 处 (4) 一 《e) + 攻 8). 

问题 2 证 朋 

Rd + BY) = BA + BB, RABY = RARB. 


18.2 复 化 

设 R* 是 一 个 = 维 实 线性 空间 ， 所 请 空间 R" 的 复 化 指 的 是 一 
个 用 <R* 表示 的 = 维 复 线性 空间 ， 这 个 = 维 复线 性 空间 按 下 述 方 
式 构造 。 "及 " 的 每 一 点 都 是 一 个 点 个 ( 专 , 急 ) ;有 < 及 "全 E 及 "， 我 们 
用 于 十 雪 表 示 这 样 的 点 偶 (二 9) ,并 用 通常 的 方法 定义 加 法 和 需 
以 复数 的 冬 法 的 运算 : 

(和 十 说 十 ( 厅 十 所 ) 一 《让 十 页 ) 二 i 十 中)， 

Cu tir) + i = Cn — 0) + i + un), 
容易 证 有 明 所 得 的 CC 加 法 群 是 一 个 ” 维 复线 性 空间 CR" 一 C*。 如 
果 me 是 民 " 的 一 个 基 ,， 则 向 是 & 十 i， ,es 十 者 构成 
C? 一 CR* 的 一 个 忆 基 ， 向 量 直 十 齐 简 洁 地 用 专 表示 ， 

设 4: R" ->R" 是 一 个 RR 线性 算 于 。 所 谓 算 子 4 的 复 化 指 的 
是 由 公式 
CAlE tT i) ~ A + iAy 


定义 的 C 线性 算 子 54 :5R” 一 “ 民 "。 

问题 1 设 me 各 和， …， 己 分别 是 空间 R" 和 R* 中 的 基 ; (4) 
是 算 子 4 的 矩阵 ，、 求 复 化 算 子 “4 的 是 阵 . 

答 (54) = (4), 

问题 ? 证 明 

erA + BY A+ eB, SCABY = ACH, 

关于 术 庶 的 注 ” 复 化 和 实 化 的 运算 既是 关于 空间 也 是 关于 映 

射 来 定义 的 。 代 数学 家 们 称 这 种 运算 为 前 子 。 


18.3 复 共 轿 


考虑 2 维 实 线性 空间 R™" 一 ER*, 这 个 空间 是 先 对 民 * 复 化 
再 继续 实 化 而 得 到 。 这 个 空间 包 售 形 如 二 十 如 ,二 < 有 "的 向 量 的 
一 个 = 维 子 空 间 ,这 个 子 空 间 称 为 实 平 页 民 "CR， 形 如 和 @ 十 法， 
专 E 及 "的 向 量 的 子 空 间 称 为 谭 平 面 ;及 "CR”， 整 个 空间 及 ”是 这 
两 个 # 维 子 空间 的 直 和 ， 

在 C" 一 “RR" 中 用 i 相 冬 的 算 子 i 经 过 实 化 后 变 成 一 个 民 
线性 算 子 人 iE) 一 了:R? 一 R* (图 110)， 这 个 算 子 工 抠 实 平面 同 
构 地 映射 为 虚 平 面 , 肥 过 来 也 是 这 样 。 算 子 了 的 平方 等 于 一 8， 

间 题 1 设 6， 6s 是 Re? 中 的 一 个 菇 ; 61， es T6191 tes 是 

民 o ms LCR 


中 的 一 个 其 , 求 算 于 1 在 这 个 其 下 的 类 阵 . 
一 吾 
答 -=( 一 小 


心 
设 5: 民 ”一 R" (图 111) 表 示 取 复 共 罗 的 算 子 ,因此 
of 才 寸 启 ) 一 圭一 站， 
算 子 ac 的 作用 经 常用 上 面 一 划 来 表示 。 在 实 平面 上 ， 算 子 o 与 EE 
重合 ,在 虞 平面 十 与 一 联合 合 ， 注意 5 是 对 合 的 : 0 一 E. 
设 4: cR” -> cR* 是 一 个 线性 算 子 、 所 谓 算 于 4 的 复 共 罗 
有 4 指 的 是 由 公式 
A — AZ, YW xETCR" 
定义 的 算 子 4: cR" 一 <R"， 
a 125 = 


图 110 用 ; 相 敢 的 措 于 图 111 氨 共 屈 


问题 z 证 明 了 是 一 个 C 线性 算 于 . 
问题 3 证 明 算 于 了 在 一 个 卖 基 下 的 甜 隆 是 个 子 4 在 同一 个 基 下 的 抵 
阵 的 复 共 碟 。 
问题 4 证 明 
A+Be= A HF 全 一 人， 一 XI 


问题 5 证 明 一 个 复线 性 算 子 4: "R” 一 “R* 是 一 个 实 算 于 的 复 化 当 且 
仅 当 4 一 4 


18.4 复 算 子 的 指数 .行列 式 和 迁 
用 和 实 的 情况 完全 一 样 的 方法 可 以 定义 一 个 复 算 子 的 指数 、 
行列 式 和 和 迹 , 而 卫 它 们 和 实 的 情 病 有 完全 相册 的 人 性质 ,唯一 不 周 的 
是 复 算 子 的 行列 式 是 复数 ,因而 不 是 一 个 图 形 的 体积 了 。 
问题 站 证 明 指 数 的 下 列 性 质 : 
RKed) 一 ecR4， eA ed, CCed) 一 ecd。 
问题 2 证 明 行 列 式 的 下 列 性 质 : 
det RA = [der A|’, detd 一 detd，detc4 一 dctd。 
问题 3 证 明和 迹 的 下 列 性 质 : 
TrR 4 一 Ted 十 Tr 子 ，Tr 了 一 Trd， 
Trie de Tr 
问题 4 证 明 公 式 
det et = eTrd 


在 复 的 情况 下 仍然 成 立 . 
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18.5 复 值 曲线 的 导数 


所 谓 复 值 晶 线 指 的 是 四 实 胃 上 的 一 个 开 区 间 了 I 映 入 复线 性 空 
间 C" 的 映射 : 了 ~*C*。 用 通常 的 方法 来 定义 胆 线 加 在 点 E11 
ee C* 的 一 个 向 县 : 
时 | = m Pt pl), 
例 1 设 # 一 1, 0 一 ef( 图 112)， 则 


AF 
a 


7 
下 


图 112 曲线 钊 于 在 点 :二 0 的 导数 等 于 f 


辕 详 细 的 考察 # 二 1 的 情况 , 我 们 注意 :因为 在 忆 中 羔 靶 是 
有 定义 的 ,所 以 值 在 心中 的 上 申 线 可 以 进行 祖 胰 以 及 相 加 ; 
《的 二 PO = pO + lf) 
(pp 一 pp ET。 
问题 1 下 
- 邓 dp 
《人 十 再) 十 ye 
5 (Pig) 一 ‘ qz 十 2 Pe 
评注 ”特别 ， 有 复 末 数 的 多 项 式 的 导数 可 用 与 实 系数 多 项 
式 祖 同 的 公式 给 出 ， 
如 果 m > 1， 我们 不 能 把 慎 在 C* 中 的 两 条 曲线 相 飞 。 然而 ， 
因为 C* 是 一 个 C 加 法 群 ， 我 们 可 以 用 一 个 函数 1 了 一 CC 与 曲线 
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P:1 一 忆 " 相 乘 : 
《jg 一 fgP), 


问题 2 证 戎 
路 尼 
(ng) — (cp) ~ 2, 
A dP dp + py) dp, 4 dp 
dr dz dt dz dt 
-df. Ap 
a 


此 处 ,自然 地 想 定 在 问题 中 导数 是 存在 的 ， 

定 更 朗 4; C" 一 C" 是 一 个 C 绿 大 算 陡 ， 见 从 C" 到 C" 的 
C 线性 算 寺 

三 eid wu A etd 

对 每 一 个 +e RR 都 存在 . 

证 明 可 以 用 与 实 的 情况 完全 一 样 的 方法 证 明 ， 但 是 我 们 也 
可 以 从 实 的 情况 出 发 ,事实 上 , 实 化 C*, 我 们 得 到 

(和 ec 一 R( e114) 一 全 了 
— (Same 一 Mder0)， [ 


$ 19 具有 复 相 空 间 的 线性 方程 


像 经 溃 遇 到 的 那样 ， 复 的 情况 比 实 的 情况 更 为 简单 ， 复 的 情 
况 从 它 自 身 的 地 位 来 看 是 重要 的 ;而 且 , 复 的 情况 的 研究 将 有 助 于 
我 们 对 实 的 情况 的 研究 ， 


19.1 定义 


设 4:C" 一 人 "是 一 个 上 线性 算 子 。 所谓 具有 相 空 间 "的 线 
性 方程 指 的 是 方程 


-= ]2% = 


EE 一 Az, Zé", 1) 

方程 (1) 的 完整 括 述 是 “ 复 常 系数 一 阶 齐 次 线 狂 微分 方程 组 *， 
所 谓 方程 (1) 满足 初始 条 件 (0) 一 zt 及 ，z6C" 的 解 

P 指 的 是 实 : 轴 上 的 一 个 区 间 映 人 Ce 的 映射 p: 1 一 C*', 使 得 
we 7 (5) 一 ;有 昌 对 每 -~ 个 rE 工 有 

dp| 

a es LT 
换 名 话说 ,如 果 空 间 C* 各 算 子 4 实 化 后 , 鼎 秧 p 是 具有 22 维 实 相 


空间 的 方程 
宇 “= RAZ, ER = RO 


的 解 , 则 了 鼎 射 Pp: [一 C" 称 为 方程 (1) 的 解 。 


19.2 ”基本 定 更 


用 各 实 的 名 况 完全 相同 的 方法 可 以 证 明 下 面 的 定理 【 见 定 更 
15.2 和 15.3); 


给 出 ， 而 且 , 空 闻 C" 的 每 一 个 单 参数 C 线性 变换 群 orze R} 的 
形式 为 
人 um ea, 
此 处 4: C" 一 C" 是 一 个 C 线性 秆 子 。 
现在 我 们 的 目的 是 研究 和 显 式 地 算出 <。 
19.3 对 角 线 情况 
设 4;:C* 一 C" 是 C 线 性 算 于 ,县 考 虑 特征 方程 
det (A 一 4AF) 一 0. (2) 
定理 若 方 程 (2) 的 4 个 根 %, ,4。 互 不 粗 同 ， 则 C* 可 以 
分 解 成 在 4 和 e** 下 的 CC 的 直 和 
人 "一心 士 … 十 人 


* 1123， 


在 每 一 个 一 维 不 变 子 空间 中 ,例如 在 CE 中 ,ce4 简化 为 用 复数 sz 
证 明 算 子 4 有 = 个 线性 无 关 的 特征 线 ? 
“一 人 十 … 二 3 
在 线 CH 上 算 子 4 的 作用 和 用 1 相 老 一 样 ,因此 算 了 于 e'4 的 作用 和 
用 ex 相 矢 一 样 ， 
现在 我 们 更 详细 地 考虑 一 维 情况 (n 一 1)。 


19.4 例 
考虑 以 复线 为 它 的 相 空 间 的 线性 方程 

i EEC, LEC, :ER, 《3) 

正如 我 们 已 经 知道 的 ,方程 (3) 的 解 正 好 是 
PU) 一 em, 

考虑 一 个 实 变量 : 的 复 什 函数 e*; 民 一 CC、 如果 4 是 实数 , 则 沙 
数 ce* 是 实 函数 (图 113), 方 程 (3) 的 相 流 由 信 展 因子 为 e* 的 伸展 
所 组 成 。 如 果 2】 是 纯 虑 数 , 即 2 一 iw, w& 民 , 则 由 欧 拉 公式 

El 一 pv 一 cos oof + i sin owt, 
这 时 方程 (3) 的 相 流 蚌 一 个 转角 为 wr 的 旋转 族 {gr} {图 114)。 最 
后 ,在 一 般 情况 下 , 2 一 十 im。 用 e* 相 胀 等 于 用 和 e'” 相 葬 
的 积 ( 见 $5 15.5); 


el 一 A 十 FE 一 ee + ple (4) 


水 当主 


图 113 +# 为 实数 时 函数 se* 的 图 像 . 


1) 这 是 复 的 情况 用 实 的 情况 唯一 不 同 的 地 方 * 实 的 情 沈 较 太 的 复杂 性 在 于 坊 RR 代 
数 上 二 不 封闭 的 这 个 事实 ， 
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阁 11f 当 2 为 地 辜 数 时 方程 于 二 4s 疼 115 当中 jy 之 0 m0 时 
的 丰 曲 线 和 机 分 曲线 方程 宇 二 4z 的 相 曲 乒 和 积分 曲 鲁 


于 是 ,方程 (3) 的 想 汶 的 变换 g' 是 e" 倍 的 伸展 同时 加 上 上 一 个 转角 
为 oi 的 旋转 ， 

现 和 在 我 们 考虑 在 一 般 情 况 的 相机 钱 ， 例 如 ,假定 < 近 0, o>10 
(图 115), 则 当 + 递增 时 , 相 点 cxz“ 按 道 时 针 方 向 ”: 即 从 1 到 :; 
的 方向 缠 绪 着 原点 而 趋 近 于 原点 。 在 极 坐 标 中 , 适当 挑选 一 个 初 
始 角 ,其 想 曲 线 有 方程 

fr 一 扩大 一 上 fo 
或 
六 一 Er 


这 种 类 型 的 曲线 称 为 对 数 螺 线 。 对 于 a 与 w 的 符号 的 其 他 组 合 所 
得 的 相 曲 线 也 是 对 数 蛇 线 (图 116, 117)。 在 每 一 种 情况 下 (一 0 
除外 ), 点 z 一 0 是 根 流 的 唯一 的 不 动 点 (是 对 应 于 方程 (3) 的 向 量 
场 的 唯一 的 奇 点 )。 这 种 奇 点 称 为 焦点 (我 们 假定 es 0, o 六 0)， 


eet ep x0 | 


ti > , wx dud tt 


图 115 稳定 个 点 图 117 不 稳定 粘 点 
"13l * 


如 果 = > 0, 这 种 焦点 称 为 不 稳定 的 。 如 果 « 一 0，w 0, 这 种 相 
曲线 是 以 奇 点 作为 它们 的 中 心 的 一 些 同心 区 (图 118)。 


3 
| o> re™ rr ee 
re 
© , 
办 118 中 心 图 119 宪 作 时 间 刻 数 的 e*' 的 实 部 


在 CC! 中 选择 坐标 = 一 x 十 区 ,现在 我 们 研究 相 扣 移动 时 * 坐 
标的 实 部 x*( 和 庶 部 y(DD 的 变化 情况 从 (4 可 得 
XU) = fer cos (or + 9), 
yD = re sin(wt + 9), 
此 处 常数 + 和 8 是 由 初始 条 件 块 定 的 (图 119)。 如 果 a 二 0, 坐标 
x(z) 和 yl) 是 实行 "其 有 指数 增长 的 振幅 +e” 频率 为 中 的 简 谐 振 
动 ”; 如 果 o <~ 0 是 衰减 振动 。x 或 ?随时 间 的 变化 也 可 以 写成 形 
式 
Ae™ coswor 十 站 ec sin wr, 
此 处 4, B 是 由 初始 条 件 决定 的 常数 . 
注 1 通过 用 这 种 方法 研究 方程 3), 我们 同时 已 经 研究 了 所 
有 复 直 线 的 单 参数 C 线性 变换 群 ， 
注 2 同时 , 我 们 已 经 研究 了 由 实 化 方程 (3) 而 得 到 的 在 实 平 
面 上 线性 方程 组 
1 = Ux — wys 
= wx 二 coy, 
定理 19.2 和 19.3 连同 上 面 的 计算 , 立即 可 得 方程 (1) 的 解 的 
显 式 表达 式 ， 
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19.5 ”推论 


雷 和 


TE 


“证 明 我 们 公 带 要 关于 特征 基 展 开 初 给 基 件 
PO) 一 ci 十 …， 十 ceo 日 
如 果 名 ,#4 是 一 个 在 人" 中 的 线性 坐标 系 , 则 这 个 解 p(t2) 
的 每 一 个 分 量 的 实 部 xi 和 虚 部 yy 同 阔 数 er cos woxt 和 et in why 
的 一 个 线性 组 合 一 样 随时 间 而 变化 , 即 


全 
Xi > ri :Cos Carr 十 B11) 
址 二 了 


全 
es > (Are tcosint + Bre sin wat). (0) 
上 = 


此 处 4 一 ox 十 ?wx 和 不同 的 +,，98, A、B 都 是 依赖 于 初始 条 性 的 
实情 数 ， 


$20 实 线性 方程 的 复 化 


现在 我 们 应 用 复方 程 的 研究 结果 去 研究 实 的 情况 . 


20.1 复 化 方程 
设 4: 有 R* ~> R" 是 一 个 线性 算 子 , 它 确定 了 线性 方程 
关于 三 及 {1) 
方程 (1) 的 复 化 其 具有 复 相 空间 的 方程 
CIF, Zen 一 CRr。 C2) 


“133 。 


引 理 1 “县 有 息 旧 辆 初 欠 条件 的 方 春 (2) 的 外 本 身 是 香 基 
的 . 
证 明 如果 单 基 具有 初始 杂 件 ex) 一 友 的 解 (图 120), 则 
P(t) 一 和 名， 一 且 我 们 证 明 台 基 解 , 引 理 就 证 明了 《由 于 唯一 性 )。 


而 


注 代替 方程 (2), 我 们 可 光泽 更 一 般 的 方程 
Fs, 1), ZECR:*, 
它 的 右 端 在 复 共 罗 点 取 复 共 思 值 
F(2, 71) = F(Z, 1), 


vy 
30 
上 扣 ” 和 
2 
有 人 
图 129 复兴 辊 解 图 121 上 其 有 实 初 始 条 件 的 解 不 能 有 复 西 


例如 :在 实数 基 下 ， 关于 向 量 z 的 坐标 z1 的 ;系数 为 上 的 实 函 
数 的 任意 多 项 式 , 就 满足 这 个 条 件 ， 

推论 县 有 家 初 给 条 件 的 方 者 2 的 逢 是 实 的 是 庄 旺 方 和 
(1). 

证 明 如 果 负 关 P (图 121)， 则 玲 一 性 定理 遭 到 破坏 . 1 

在 下 面 的 引 理 中 ,方程 的 线性 是 本 质 的 ， 

引 理 2 生 数 = 一 g() 时 年 方 各 (2) 的 好 当 县 仅 当 它 后 襟 部 
和 只 部 祷 晤 原 夹 的 方 各 C1). 

证 明 因为 

Cd + ii) mm AX + jy, 


.134 -。 


实 化 方程 (2) 可 分 解 为 直 积 
f 一 Ax, TIER*, 
F = AF, FER", 0 
从 引 理 1 和 3 引 理 2 请 想 地 看 出 : 知道 了 方程 (2) 的 复 解 我 们 
可 得 到 方程 (1) 的 实 解 ,反之 也 成 立 。 特 别 ，$ 19.5 的 公式 (6) 给 出 
当 特 征 方程 没有 重 根 时 解 的 显 式 . 


由 


20.2 实 算 子 的 不 变 子 空间 


设 4; R* 一 R" 是 实 线 性 算 子 ; 4 是 特征 方程 
det (A — 1E}—™=0 
的 一 个 根 (一 般 是 复数 )， 
引 再 3 车 二 Et 一 R" 是 具有 特征 值 4 的 算 子 54 的 特征 
向 十 , 则 二 是 具有 特征 值 1 的 特征 向 量 ， 并 且 ， 4 和 下 有 相同 的 重 
数 . 


证 明 因为 54 一 54, 方程 c4 志 一 对 是 等 价 于 cd 二 一 2， 


并 且 特 征 方程 共有 实 系 数 . 0 
焊 
三 
Y a 
* 
画 122 实 算 子 的 特征 信 田 123 凯 于 不 变 实 平面 的 特定 向 量 的 实 部 


现在 ,假定 算 子 4: R" 一 R* 的 特征 值 44, "EE 蕊 是 互 不 
相同 的 (图 122》， 在 这 些 特征 值 中 ,我 们 有 » 个 实 特征 值 , 和 对 
相互 共 乞 的 复 特 征 值 ! 此 处 > 七 24 = #， 所 以 实 特征 值 个 数 的 奇 
价 性 等 于 = 的 奇偶 竹 ). 

定理 空间 及 ”可 分 解 为 在 4 下 的 > 个 一 维 不 变 子 空间 和 在 


证 明 对 每 一 个 实 特 征 值 对 应 一 个 实 特征 向 量 . 因此 在 R* 
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中 对 应 一 个 一 维 不 变 子 空间 。 设 1,7 是 一 对 复 共 轿 特 征 值 ， 划 对 
应 于 4 存在 一 个 复 化 算 子 54 的 特征 向 量 专 EC" 一 CR*。 根据 引 
理 3, 复 共 斩 向 量 专 也 是 与 特征 入世 对 应 的 圭 征 向 量 , 由 等 征 疝 量 
$, 才 张 成 的 复 平面 C 在 算 子 “4 下 不 变 , 并 且 实 子 空间 及" CC <R” 
在 “4 下 也 不 变 . 因此 它们 的 交 也 在 “4 下 不 变 。 现 在 我 们 证 明 ， 
这 个 交 是 二 维 实 平面 民 (图 123). 

为 此 目的 ,考虑 符 征 向 量 志 的 实 部 和 虚 部 


x 一 二 (+ER', y ~ (eR 


由 于 它们 是 向 量 专 和 上 的 CC 线性 组 合 ， 因 此 向 量 x 和 y 属于 交 
CNR* 向 重 x 和 7 是 它 线 性 无 关 的 ,这 是 因为 妃 无 关 向 是 志和 
去 是 荆 和 7 的 线性 组 合 
二 一 工 十 i 了 ， 二 一 工 一 17. 
因此 ,平面 C* 上 的 每 一 个 向 明和 有 唯一 的 一 个 实 向 量 x 和 了 的 复 
线性 组 合 的 表达 式 
== by, abe, 

这 一 向 量 是 实 的 (7 一 闻 ) 当 且 仅 当 到 十 下 一 上 十 57， 即 当 且 
最 x 和 庶 部 向 澡 张 成 的 二 维 实 平 而 。 此 外 , 1 和 下 是 系 手 4 在 
乎 面 导 上 的 限制 的 特征 值 。 事 实 上 , 复 化 后 不 会 改变 原来 的 特征 
伺 . 4 在 妨 上 的 限制 复 化 后 ,我 们 得 到 “4 在 安 上 的 限制 .但 是 
平面 已 是 具有 特征 值 41 和 工 的 算 子 <c4 的 特征 向 是 张 成 的 ， 因 此 
i 和 7 是 4 在 民 的 限制 的 特征 导 . 

我 们 必须 进一步 证 角 ， 刚 才 构 造 的 民 " 的 一 维 及 二 维 子 空间 是 
RR 线 狂 无 关 的 .而 这 下 从 下 面 的 事实 立即 得 出 算 子 c4 的» 个 
向 量 是 CC 线性 无 关 的 , 并 且 能 用 向 量 总 (站 一 1， 2，……，2) 和 kt， 
了 LE 一 1,，2,- .je) 来 线性 表示 ， | 

因此 ,在 第 隆 4:R" -> R" 的 所 夺 特 征 信 是 单 重 的 情形 。 线 性 
微分 方 各 

羡 一 AX, XE Rs 
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一 和 


我 们 注意 到 具有 “一 般 的 ” 系数 的 多 项 式 是 没有 重 报 的 . 因 
旺 , 为 了 讨论 线性 微分 方程 , 我 们 必须 兽 先 考 卉 在 直线 上 的 (如 我 
们 曾经 做 过 的 ) 和 平面 上 的 线性 微分 方程 . 


20.3 平面 上 的 线性 方程 


定理 设 4:R: 一 R’ 是 具有 复 特 征 值 4 和 ”的 线性 算 子 . 则 
4 是 乘 以 复数 4 的 算 子 4: CC: 的 实 化 算 子 ， 更 严格 地 说 ， 平 


面 R: 可 赋予 直线 C: 的 结构 ,因此 ,R 一 RC: 和 4 一 R4. 

证 明 这 个 证 明 由 比较 奥妙 的 计算 构成 ? 设 节 十 5 了 ER 
是 具有 特征 值 2 一 o 十 iw 的 算 子 54 的 复 特 征 向 量 ， 疝 量 莽 和 
7 组 成 民 ’ 的 基 ， 一 方面 ,我 们 有 

CE 十 71) 一 (ae 十 iu) 十 77) 
= C to¥ iw cy); 
另 一 方面 
CA(x + 1) = Ax + 1, 
因此 
好 和 一 or— wy AF—= wrt ay, 
即 在 基 ,了 下 , 算 子 4: R’ 一 民 : 和 在 基 1, 一 !/ 下 乘 以 1 一 上 十 
io 的 算 子 “4 具有 相同 的 矩阵 
(。。) 

因此 在 下 要求 的 复 结构 可 取 为 1 和 了 为 -天 而 得 到 . 0 

推论 1 设 4: 民 一 及 是 具有 复 特征 值 1， 天 机 


由 站 昌 时 是 生 


arg2 的 族 转 信 对 等 价 、 


1D 计算 可 由 下 面 的 推理 来 代替 。 设 和 一 & 十 iw， 并 根据 条 件 mm qa 十 oo 定 
艾 算 于 [RR: 习 民 ， 因 为 根据 假设 w 头 0, 这 样 的 算 子 7 是 存在 的 ， 由 于 条 于 4 
满足 它 的 特征 方程 , 因此 于 = 一 B, 取 7 为 缚 以 i 的 变换 ; 我 们 得 到 在 RR 上 所 
必须 的 复 绪 拘 ， 
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和 和 和 和 学 
和 量 量 轨 电 和 过 本 帮 曲 吕 曙 


特别 , 奇 点 0 是 焦点 , 这 时 相 曲 线 是 对 数 螺 线 的 仿 射 像 ， 当 特 
征 信 4, 的 实 部 0 为 负 时 ,此 时 对 数 螺 线 当 -> 十 co 时 趋向 于 大 
点 ; 当 = 之 0 时 , 则 离开 原点 (图 124). 

在 a 一 0 时 (图 125), 相 曲线 是 一 族 同心 酉 圆 , 以 奇 点 作为 它 
们 的 中 心 ， 此 时 ,变换 称 为 酉 圆 旋转 . 


9-& 


阳 124 对 数 紧 线 的 仿 射 像 图 15 磋 同 旋转 


20.4 平面 上 痊 点 的 分 类 


现在 设 
评 呈 AX NERI， 4:R-—» Rs 
是 平面 上 的 任意 线性 方程 ， 并 假设 特征 方程 的 根 为 , % 是 不 相同 
的 . 若 根 是 实 的 且 2 志和, 则 方程 可 分 解 为 两 个 一 维 的 方程 我们 
得 到 在 第 一 章 中 已 经 研究 过 的 情形 中 的 一 种 {图 126, 127, 128)， 


A 5 记 
rAd 和 = 上 po < 必 起 < day 


图 126 稳定 结 点 图 127 坝 点 


= 13% * 
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图 128 不 稳定 结 点 图 129 稳定 眩 点 
人 = 地 ay 
KG © 
图 130 中 心 图 131 不 稳定 焦点 


在 这 时 我们 咯 去 了 或 力 等于零 的 边界 情况 ，。 对 于 这 些 情 
况 , 我 们 没有 多 大 兴趣 ,因为 它们 很 少 遇 到 并 且 在 任意 的 小 扰动 下 
者 不 能 保持 ;对 它们 的 研究 可 以 毫 无 困难 地 进行 ， 

如 果 根 是 复 的 ,因而 4%,s 一 ge 士 ie, 则 很 据 = 的 符号 ,我 们 可 得 
到 在 图 129 ,130, 131 中 上 所 示 的 情况 中 的 一 种 。 中 心 的 情况 是 例 
外 的 ,但 是 经 常会 遇 到 ,例如 在 保守 系统 中 ( 岂 $ 12)， 重 根 的 情况 
也 是 例外 的 ， 作 为 一 个 练习 , 读者 应 当 验 证 ; 在 图 126 中 所 示 的 
情形 对 应 于 具有 一 多 二 0 的 若 当 (Jordan) 块 "退化 结 点 ”)。 


20.5 例 ; 具有 摩擦 的 单 搜 
现在 把 所 到 过 的 每 一 理论 应 用 到 具有 摩擦 的 单 摆 小 振动 方程 
站 


中 《为 摩 氛 系 数 )，。 
等 价 系统 


" 1090， 


{ m= Xs 


7 it xys 


0 1 
(J 让 
其 行列 式 为 1, 迹 为 一， 对 应 的 特征 方程 
妇 十 让 十 1 了 一 10 
当 凡 | <2 时 , 即 当 摩擦 不 太 大 果 , 具 有 复 根 >。 
每 个 复 根 


有 算 阵 


元 1 2 mm 中 i 


六 点 变 为 中 心 、 当 :> 十 co 时 ， 摩 阁 系数 愈 小 ， 相 点 趋 于 平衡 位 
置 愈 神 (图 132)。 关 于 x, 一 x 随时 间 变 化 的 显 式 可 从 5 20.3 的 推 
论 2 和 $19.4 的 公式 得 出 。 因 此 

x = pe costowt — 0) 一 Aeicos wt 十 再 cm sinwt, 
此 处 系数 rf 和 8 《或 4 各 8) 可 由 初始 条 件 确 定 . 

因此 单 摆 的 气动 是 赛 三 的 , 它 具 有 可 变 所 幅 rc” 和 周期 2x/w。 
摩 捧 系数 愈 大 , 拨 幅 减少 愈 快 ”。 当 摩 近 系数 万 增加 时 ,频率 


Ee 


图 132 具有 小 靡 控 单 摆 的 相间 线 
pp 


]) 实 查 的 情况 已 在 5 17.2 中 讨论 过 了 . 
2) 但 是 , 对 尾 窟 真心 2 的 值 , 单 摆 仍 然 产 生 无 限 和 多 次 报 动 ;然而 著 点 > 2, 单 摆 改 变 
它 的 运动 方向 决 不 会 超过 一 次 . 
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减少 ， 当 不 一 2 时 , 闫 率 趋 于 零 ; 周 期 趋向 oO( 图 133)。 对 小 的 *， 
我 们 有 


| 
o 工 一 苹 ， 下 一 站。 


因此 摩擦 只 使 膨 期 有 轻微 的 增加 ,在 许多 计算 中 ,摩擦 对 频率 的 影 
响 可 以 忽 酷 . 


me- 下 Hie 


Er 
世 
eh Os 
ww 
z 坚 
| ts 2 
站 人 


图 1 允 ” 单 探 的 可 识 控 动 过 六 到 非 报 动 的 运动 : 
摩擦 对 数 芭 三 种 数 明 时 相 巾 认 和 和 解 的 图 形 


图 134 具有 小 靡 扩 单 援 的 相 平 曾 在 经 过 一 定 
的 转 获 后 : 草 帮 开始 在 下 平衡 位 置 附 近 摆 动 


问题 1 到 出 具有 摩擦 的 非 线性 单 摆 


旺 i 一 


"141， 


的 相 曲 钱 ( 图 134). 
提示 ”计算 总 能 量 洛 着 相 有 曲线 的 导数 


20.6 ”特征 方程 具有 单 根 时 线性 方程 的 通 解 


我 们 已 经 知道 复 化 方程 的 每 一 个 解 笛 是 指数 国 数 的 线性 组 合 
【网 $19,5): 


FO) 一 >) crete, 
k=1 
此 处 关 二 有 特定 和 2 的 任何 一 pha 当 特 征 值 苦 实 闻 


| 


手 特 征 问 量 . 二 外 ,我 们 也 加 间 实 各 的 名 是 它 的 复 化 方程 具有 
实 初始 条 件 时 的 解 。 向 量 w(0) 是 实 的 必要 和 充分 条 件 是 


et > 2 下 
为 此 我 们 要 求实 向 最 的 系数 必须 是 实数 , 复 共 辑 向 量 的 系数 必须 


是 复 共 轿 的 进一步 注意 几 个 复 常数 cc …，cs 由 复方 程 的 解 
唯一 地 决定 (对 于 选 定 的 特征 向 量 来 说 )， 这 就 证 月 了 下 面 的 定理 


定理 实 方 程 的 每 一 个 蟹 具有 形 如 
gp 一 YY ore 全 :十 (enc + BreWE) (3) 


下 三 1 


常数 . 
公式 (3) 称 为 方程 的 通 解 .我 们 也 能 够 把 (3) 写 成 形式 


下 十 器 


J 一 > ge 十 Re > CEE TE 


vl 


广 意 通 解 依 炳 于 5 十 2p 一 # 信 实 贡 数 ekyRe cx 和 Im cx， 这 些 各 
数 是 由 初始 条 件 唯一 确定 的 . 
推论 1 PP Ps " > 大 县 有 和 害 陈 4 的 个 一 一 阶 
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ea COS ts Le sin eont | 4) 
证 明 设 多 一 Diel 十 PB 十 十 pres 是 通 解 (3) 关于 坐 
标 基 ee … ;es 的 展开 式 , 记 住 
二 了 [0 
在 实 幅 中 为 了 解 线 性 方程 组 ,我们 可 以 用 待定 系数 法 去 求 出 
形式 为 消 数 (4) 的 线性 组 合 的 解 . 


(4) 的 绥 必 组 全 

证 明 ”矩阵 所 的 每 一 列 : 是 共有 挺 阵 4 的 微分 方程 组 的 相 谎 
作用 下 的 基 疝 量 的 像 的 分 量 组 成 ， 日 

注 以 上 所 述 的 每 一 件 事 立刻 可 以 搬 到 阶 数 高 于 1 的 方程 组 
和 方程 上 去 ,因为 它们 可 化 为 一 阶 方程 组 ( 见 $9)， 

问题 1 求 出 方程 


= 人 0 


的 所 有 洋 解 . 


§21 线性 系统 的 疝 点 分 类 


如 上 所 述 ， 一 般 实 的 线性 系统 ( 它 的 特征 方程 没有 重 根 ) 可 化 
为 一 纤 和 二 维系 统 的 直 积 ， 由 于 一 维和 二 维系 统 已 经 研究 过 了 ， 
酉 此 现在 我 们 能 够 研究 多 维系 统 . 


21.1 例 : 三 维 空间 的 奇 点 


这 里 的 特征 方程 是 实 的 三 次 方程 ， 这 方程 或 者 有 三 个 实 根 或 
者 消 一 个 实 根 和 丙 个 复 根 . 按照 复 变 数 1 平面 上 根 hs jy Ls 的 排 
列 ; 可 以 出 现 许多 不 同 的 情况 .考察 根 的 实 部 的 顺序 及 符号 ,我 们 
发 现 有 10 种 可 能 由 现 的 “ 非 退 化 "情形 (图 135), 以 及 若干 退化 


* 


图 133 实 算 子 4:R> 及 ”的 特征 信 . 非 鼻 作 的 情形 


yb 7 4 gede 


图 136 一些 妃 化 的 情形 


加 137 在 和 长 之 入 之 0 了 时 的 想 往 方程 的 图 133 太 雪 天 习习 和 的 情形 :在 两 
丰 空 间 。 相 旅 在 三 个 方向 上 都 是 收编 的 个 方向 上 下 请, 在 第 三 个 方向 上 伸展 


情形 (例如 ， 见 图 136)。 此 处 根 中 业 一 个 i 的 实 部 为 零 或 等 于 不 
与 44 共 罗 的 那 一 个 根 的 实 部 《这 里 我 们 不 考虑 二 根 情 形 》。 讨论 
以 上 出 现 的 每 种 情况 的 相 曲 线 的 峙 态 是 没有 困难 的 ， 

记 住 ,车 Re 4 二 0, 当 #1 一 十 0%0 时,e* 趋 于 0。(Re 4 全 小 , 赵 
于 零 愈 快 )。 我 们 得 到 表示 在 图 137 ~ 图 141 中 的 很 曲 线 


» 14 = 


图 133 Re da<aa<cl0 的 情形 : 在 图 140 和 Re ja<n 的 情形 ; 在 
去 方向 政 统 ， 在 二 +: 和 上 6# 平面 上 以 所 方向 收缩 * 在 所 和 名 平面 土 以 较 
较 抉 的 收缩 而 旋转 网 的 收 控 而 梭 转 


7 
节 


: J YA 
-ir 


搁 141 Re 0 的 情形 : 在 吉方 高 促 康 ， 图 14 等 价 旋 
在 所 和 后 *: 平面 上 带 有 收 搞 的 旋转 


A a 二 十 ccd 本) 
情形 1 ~5) 是 从 情形 1) ~5) 中 改变 + 辑 方 向 而 得 到 的 ， 因 此 ， 
相应 地 我 们 只 要 倒转 图 137 ~ 图 141 中 的 所 有 箭头 方向 就 可 以 了 。 

问题 1 描绘 在 图 136 中 情形 5) ~9) 的 相 曲 线 ， 


21.2 线性 等 价 . 微 分 科 价 .和 拓扑 等 价 


这 些 分 类 中 的 每 一 个 都 是 以 某 些 等 价 关 系 为 基础 的 ， 对 线性 
系统 来 说 ,至 少 存在 三 个 合理 的 等 价 关 系 ， 它们 分 别 和 代数 映射 、 
可 微 映射 和 拓扑 映射 相对 应 ， 


.145 。 


定义 “两 个 祖 流 {/, fei]: Re -> Rs 称 为 是 等 价 的 2, 若 存在 
一 个 一 对 一 的 映射 R* 一 R*, 将 相 流 { 产 }] 映 入 相 流 4g 仆 ; 使 得 对 
每 一 个 ?ER 民有 hc 一 go6 (图 142), 《于 是 我 们 说 用 坐标 变换 
把 相 流 {fF} 变换 为 相 流 {8 他 ”。，) 在 这 些 条 件 下 , 相 流 称 为 

1) 线 狂 等 价 “如果 问题 中 的 觅 射 4: RR" -> R" 是 一 个 线性 自 
辣 构 ; 

2) 微分 等 价 ” 如 果 肌 射 4; R" > R" 是 一 个 微分 间 肥 ; 

3) 拓扑 等 价 ” 如 果 肌 射 4; Re -> 及 * 是 一 个 同 吓 ;也 就 是 ,如 
时 是 一 对 一 的 且 是 双方 连续 的 肌 射 . 

问题 1 证 明 线性 给 价 获 合 着 微分 等 价 ， 而 微分 等 价 蕴 含 闭 
拓扑 等 价 . 

注 注音 映射 将 相 流 {fj 的 祖 曲 线 觅 人 人 相 流 {Lg'} 的 相 曲 线 ， 

问题 2 每 一 个 将 棋 流 { 产 ?的 丰田 线 上 映 人 相 流 4 全 的 祖 曲 线 的 
线 人 性 让 出 构 hte GL(CR") 是 否 在 根 流 之 间 兢 立 了 一 个 线性 等 价 ? 

答 不 是 ， 

提示 设 和 内 上 工 frm er 

僻 题 3 证 明 ; 线 狂 等 价 、 微 分 等 价 及 拓扑 等 价 关系 实质 上 
是 等 价 关 系 , 即 

fi~ff~e>e~{, fj~es~i~>i1~i. 

将 别 。 上 述 的 每 一 个 概念 对 于 线 性 系统 的 相 流 是 适用 的 ， 为 
了 简洁 起 见 ,我 们 将 讨论 系统 的 自身 等 价 姓 ,因此 ,我 们 已 经 用 三 
种 对 应 于 线性 等 价 \, 微 分 等 价 、 和 拓扑 等 价 的 方法 , 把 所 有 线 狂 系 
统 划分 为 等 价 类 ， 我 们 现在 更 加 详尽 地 研究 这 些 类 ， 


21.3 线性 分 类 


则 系 统 [i 
宇 呈 A EER", 


17 术语 * 共 纯 "和 ”和 相 羽 "有 了 时 当 作 这 里 定义 的 "等 价 ” 的 间 义 记 ， 
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= By, FyER:* 


[| 


证 明 南 于 六 一 妨 一 着 4 到 用 467 因此 线性 系统 线性 等 
价 的 必要 和 充分 条 件 就 是 对 某 些 46E GL(R") 有 B 一 44 《图 
143). 但 算 子 4 和 846 的 特征 值 基 重合 的 《这 里 特征 值 的 单 重 
性 是 不 重要 的 ). 

反之 , 假定 4 的 特征 信和 是 单 生 的, 并 且 和 B 的 特征 信和 相 重 合 .。 
”了 则 根据 $20。，4 和 了 可 分 解 间 样 的 (线性 等 价 的 ) 一 维和 二 维系 统 
的 直 积 。 因 此 ,4 和 中 是 线性 等 价 的 ， DD 


PK 7 


图 143 ”线性 等 价 系 统 
问题 : 证 明 系 绕 


| 一 Xs ,= 


Ey = Xa, Fy wr Fy 


不 是 磐 性 等 价 的 , 旺 热 它们 的 特征 人 是 租 站 重合 的 ， 


21.4 微分 分 类 
下 面 购 定理 几 平 是 显然 的 
定理 ”两 个 绿 性 系 终 


训 一 A = BX, XE R” 


者 了 量 本 业 晶 四 有 量 学 量 是 昌 临 可 唱 电 


证 明 设 4: R* ->R" 是 将 系统 4 的 相 流 映 人 系统 8 的 相 流 
的 竹 分 同 卡 ,点 一 0 是 系统 4 的 相 流 的 不 动 点 ， 固 此 把 0 变 


让 不 园 认 为 建立 系统 间 等 价 的 每 一 逢 分 局 旺 和 都 是 线性 隐 ( 例 如 ， 设 4 一 8 只， 
昌 EE 


为 系统 8 的 相 流 的 一 个 不 动 点 5, 以致 Be 一 0。 图 为 


(rem Br Bx—e), 


所 以 移动 6 的 微分 同 肚 5: 及 " 一 及 (2 一 x 一 c), 将 吾 的 相 流 瞎 


人 它 自身 ,而 微分 局 眶 
i dob:R" -> R* 


将 4 的 相 流 映 人 天 的 相 流 , 并 保 符 0 不 变 : 和 (0) 一 0。 
现在 设 日 : RR 一 R* 是 在 0 点 微分 同 胚 妨 的 导数 ,因此 
区 mm 天 | LR"Y. 
微分 同 帐 入 oe 和 eo 对 所 有 的 :都 重合 ， 区 此 ， 它 们 在 


于 一 0 点 的 导数 也 重合 , 即 
He's mm esr 1 


§22 再 点 的 拓扑 分 类 


游 虐 两 个 线性 系统 
立 王 -4E， 广 一 有 E， 工 全 及， 
它们 的 所 有 和 尾 征 值 有 非 零 的 实 部 ， 设 由- 宕 示 具 有 人 负 实 部 的 特征 
慎 的 数 自 , tm 表示 具有 正 实 部 的 特征 值 的 数目 ,因此 


二 


223.1 定理 


亦 分 条 件 是 在 两 个 系 红 中 布 象 ( 国 此 下) 实 部 的 映 征 信 的 数目 暴 相 
mA mB), mlA) — ml B). 
例如 ,此 定理 断定 ,稳定 结 点 和 焦点 (图 144) 是 彼此 拓扑 等 价 
的 tm- 一 2), 但 不 和 烤 点 (m- 一 m+ 一 1) 拓扑 等 价 ， 
正如 非 退 化 二 次 创 移 惯性 指数 , 微 m-_ (或 m1) 是 线性 系统 的 


。148 。 


\N 尖 - SA 
NIN = ©1 


DP- 
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图 145 一 系统 和 它 的 线性 化 系统 间 的 扼 盾 等 价 


唯一 的 拓扑 不 变量 . 
注 “对 线性 部 分 没有 纯 虚 数 特征 值 的 非 线性 系统 。 类 似 的 结 
论 局 部 地 (在 不 动 点 的 邻 域内 ) 有 效 .特别 ,在 不 动 点 的 邻 域内 ,这 
系统 是 和 它 自己 的 线性 部 分 拓扑 等 价 的 《图 145)， 这 里 我 们 将 不 
涉及 这 个 在 非 线性 系统 的 研究 中 有 着 重大 作用 的 命题 的 证 明 . 


22.2 情况 mw.. 一 0 的 简化 


具有 相同 数值 m- 和 m+ 的 线性 系统 拓扑 等 价 姓 是 下 面 三 个 
引 理 移 结果 : 
引 再 1 拓扑 等 价 系统 的 直 积 是 拓扑 等 价 的 。 更 严格 地 ， 洁 
申 算 地 
Bi:R™ -> R™, 4,, BJ:R"™:—> RR"™: 
+ 确定 的 系统 Rs 
咎 此 相 吾 变换 ， 则 友 在 二 个 同 且 映 刘 
h: Re + R™ 一 Re + Rn 
将 志 积 系 综 


EAN 
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的 想 灌 喘 入 章 积 系统 
BX x BX; 
的 相 流 - 
证 明 只 要 管 单 地 设 
HK TK2) = CHCK), BK)). [| 
下 面 的 引 理 在 线 竹 代数 教 程 中 是 已 经 热 悉 的 ， 


(LN 


miei 


//) /IN\ 


图 146 没有 纯 杂 数 特 征地 的 入 图 147 遍 有 不 稳定 结 点 都 是 拓 拉 等 价 的 
于 的 不 变 于 空间 


图 1 加 幸 亚 普 诺 去 (人 Lysapuaoy) 落 数 的 水 平面 


证 明 ”例如 ,可 根据 着 当 标准 形 的 定理 得 出 . [ 
引 理 1 和 引 理 2 把 拓扑 等 价 的 证 明 篇 化 为 下 列 特殊 情形 ， 


量 有 二 前 局 也 生 量 忆 


拓扑 等 价 二 标准 系 毕 《图 147); 


= 50 = 


工 一 和 Xt Rr". 
证 明 在 一 维 情形 和 在 平面 上 的 焦点 情形 引 理 几乎 是 显然 
的 ,因此 ,由 引 理 1, 无 重 模 的 性 何 系 统 引 理 也 对 .一 般 情况 下 引 理 
的 证 明 将 在 后 面 给 出 ， 0 


22.3 李 亚 普 诺 夫 函 数 


引 理 3 的 证 明 是 根据 一 个 特殊 的 二 次 型 的 构造 ， 这 个 二 次 型 
称 为 李 亚 普 诺 夫 应 数 . 
定理 设 4: RK 在 所 有 特征 信 有 平实 部 的 线性 咎 子 . 


和 
换 各 话说 : 
在 R* 中 存在 一 个 正定 二 次 型 六 使 得 它 在 疝 最 场 PE 方 问 的 


时 电 音 


Lazr: > 站 0 (1) 


图 I 和 扫 在 e" 中 地 亚 兽 话 夫 函 数 的 水 平 珈 。” 图 1 在 # 王 1 情形 式 (44) 的 正定 性 

另 一 种 说 法 局: 
和 

所 有 三 种 表述 形式 的 等 价 性 是 容易 验证 的 。 我 们 将 证 明 第 二 
种 表达 形式 的 定理 (后 面 要 用 旬 )， 在 复数 时 , 这 证 明 是 非常 方便 
的 . 

假定 算 千 Co 一 C* 的 所 有 竺 征 什 有 下 实 部 ， 则 存在 一 个 
焉 寄 二 次 弄 rs。 CR 它 沿 着 向 最 场 “4z 方向 的 导数 居室 二 


" 151 。 


次 型 : 


Fe ii>0 yz 天 0. (2) 
在 算 子 中 是 实 自 子 的 复 化 和 = 属于 实 子 空间 时 (图 149) ,应 用 
不 等 式 (2), 我 们 得 到 实 的 定理 (1)， 


22.4 李 亚 普 诺 夫 函 数 的 构造 


在 适当 的 复数 基 下 ， 我 们 将 选择 坐标 的 模 的 平方 和 r 作为 
李 亚 普 诸 夫 函数 


Pn 


在 固定 基 王 ,我 们 可 以 把 癌 量 z 和 一 组 数 mm “zs 看 成 相同 的 ， 
算 子 54:C* 一 C" 和 矩阵 5ikeu) 看 成 相同 的 .现在 的 计算 表明 导数 
是 二 次 理 

Le (Zz:F) 一 《zz 下) + (FCAz)—=2Re( C422). (3) 


过 站 


2 Re {Az, 2)~=2 yn Re .4152 人。 (4) 


但 基 电 假设 知道 所 有 特征 值 44 的 实 部 是 正 的 , 因此 式 (4) 是 正定 
的 . 

如 果 算 子 4 没有 特征 基 , 则 有 “几乎 正常 ”的 基 , 它 们 能 局 样 成 
功 地 用 来 构造 李 亚 普 诺 夫 逊 数 。 更 严格 地 ,我 们 有 

引 理 4 设 4:C" 一 Cr? 其 一 个 CC 线 性 算 子 ; 6 > 0， 则 在 CC" 
中 可 以 远 择 基 和。 “6 在 这 组 莽 下 ， 矩阵 4 有 “上 三 和” 形 


和 


证 明 使 矩阵 成 为 上 三 角形 的 基 的 存在 性 ,例如 ,可 以 若 当 标 
准 型 定理 得 到 。 


* IS2" 


二 pd 


5 
5 | 


bg 


图 151 穴 算 于 的 黎 阵 是 三 角形 时 基 的 构造 


从 要 利用 每 一 个 线性 算 子 4: CC 有 一 个 特征 向 量 这 一 事实 ,并 通过 
对 # 作 归纳 法 ， 我 们 就 容易 构造 这 样 的 一 组 基 ， 设 吉 就 是 这 样 的 向 明 ( 图 
151)， 考 虚 商 空间 C"/C#, sf 合唱 算 于 4 决定 了 一 个 商 室 间 的 算 子 4; 
CC 令 9.,…; 加 让 Cr !， 中 的 一 组 基 , 在 这 组 基 下 算 子 的 矩阵 是 上 
三 角形 的 ,又 设 志 3 吉 是 C 中 天 让 5 入 的 任意 代表 。 唱 去 ， 二 
是 所 要 求 的 基 ， 


二 下 ， 了 二 三 角形 


和 


oo 
Ri Nr 
但 是 如 果 N 充分 大 , 则 对 所 有 1 > 就 有 |oo| < s。 ] 
在 s 几乎 正常 ”的 基 下 , 模 的 平方 之 和 可 以 选 作 李 亚 普 诺 夫 


洒 数 (对 充分 小 的 e)。 

考虑 民 " 中 所 有 二 次 型 的 集合 , 该 集合 具有 线性 空间 R""+ 
的 自然 结构 .下 面 结论 几 平 是 显然 的 : 

引 理 5 R" 中 的 王室 二 次 于 染 今 夺 R"~*? 中 是 开 胸 , 换 名 


ax) 一 2) eurix 
下 一 


是 正定 的 ， 则 存在 s>0， 使 得 12 <E( 对 所 有 ,1,1 < < 
3。 


的 每 一 个 二 次 型 a(x) 十 了 x) 也 是 正定 的 、 


二 


证 明 二 次 型 a(x) 在 单位 球面 
礼 失 一 
=1 
上 所 有 点 都 是 正 的 , 这 球面 是 紧 致 的 , 而 且 这 个 二 次 型 是 连续 的 . 


因此 下 确 界 是 可 以 达到 的 ， 在 球面 上 各 点 都 有 s(x) 之 a>0。 车 
Ibe! < Ey 风 在 球面 上 


[IB] SD |bul < me, 
[ 


若 8 一 = 则 二 次 型 a(x) 5(x) 在 球面 上 是 正 的 , 因此 它 是 正 


定 的 ， [ 
注 ”我 们 的 推理 也 北 含 着 每 一 个 正定 二 次 型 atx) 处 处 满足 
不 等 式 
zafz)s8lE 0<ae<f. {5) 
问题 1 证 明 具 有 给 定 符号 差 的 非 退 化 二 次 型 集合 是 开 的 ， 
例 1 二 个 自 变 量 的 二 次 型 ax’ 十 25z?y 十 cy? 的 空间 是 具有 
坐标 a, 2 cz 的 三 维 空间 (图 152)。 根 据 符 号 差 , 曲面 癌 一 ac 把 
这 个 空间 分 为 三 个 开 的 部 分 。 


22.3 定理 22.3 的 证 明 


在 引 理 4 中 选 定 的 “s 几乎 正常 ” 基 下 , 考虑 坐标 模 的 平方 和 
铬 向 量 场 dz 的 方向 导数 ,根据 (3), 这 个 导数 是 坐标 
Li 
的 实 部 和 庶 部 的 二 次 型 。 把 (3 的 各 项 中 对 应 于 些 阵 《4) 的 主 对 
角 线 上 元 素 的 项 和 对 应 于 眠 阵 (4 的 主 对 用 线 上 方 的 元 素 的 项 分 
开 , 我 们 得 到 


Lg rp 09, 


此 处 
. 154 - 


图 132 二 次 型 空间 


P= 2Re 福 ，akzskzis 


R= 


中 一 2Re > austz, 


让 之 [上 
次 为 三 角 红 隆 (4) 的 主 对 角 线 上 元 素 正好 是 算 子 4 的 特征 值 X44， 
变数 mx, y4 的 二 次 于 


P=2Re > 44(Cxi + y4) 
是 正定 的 . 并 上 日 与 基 的 选择 无 关 ?. 由 引 理 5 推 得 ， 对 于 充分 小 


的 8, 二 次 型 P 十 8 ( 它 是 接近 于 了 的 ) 也 是 正定 的 。 事 实 上 ,对 于 
充分 小 的 s, 在 二 次 型 9 中 变数 xs 74 的 系数 变 为 任意 小 ( 负 为 当 


# < 有 abl 二 5)。 从 此 推出 (2), 因 此 也 就 得 到 (1). 0 
注 因为 工 yx 闻 是 正定 二 次 型 , 它 送 合 形 如 (5) 的 不 等 式 
or Laxr Spr Oop. C5 


下 述 一 系列 问题 导致 定 理 22.3 的 另 一 种 证 明 ， 

向 题 2 证明: 在 R* 中 南 量 场 4x 方向 的 微分 给 出 了 一 个 在 R* 工 的 
二 次 型 空间 到 它 自 身 的 钱 人 性 算 子 aR 中 RT, 

问题 3 已 知 算 子 < 的 特征 值 4, 求 进 算 子 5 的 特征 信 . 

答 而 士 如 ， 工 攻 站 7 匡 # 

提示 “假定 4 有 一 组 特征 基 。 册 翼 的 特征 向 量 是 由 等 于 一 对 线性 型 节 
积 的 二 次 型 绸 成 ,这 对 线性 型 是 和 4 对 侦 的 算 子 的 特征 合生 - 


1) 必须 注意 ， 由 形式 P 指定 的 肌 身 C*-> 民 ， 必 依赖 于 基 的 选择 ， 


" 卫 与 号 = 


问题 4 荐 4 没有 一 对 使 得 4 一 一 p 的 特征 值 和 4, ,证 明 算 子 4 是 一 
沾 同 构 足 射 ， 特 别 , 证明 ; ”车 算 子 4 的 所 有 特征 值 的 实 部 具有 相同 的 符号 ， 
则 RR* 中 每 一 沾 二 次 型 是 藻 向 量 场 4x 方向 的 一 个 二 次 型 的 导数 ， 

向 题 5 证 明 : 考 算 子 4 的 所 有 特征 值 的 卖 部 是 正 的 : 又 设 二 次 型 钞 向 
量 场 4x 方向 的 导数 是 正定 的 ， 则 这 二 次 型 自身 是 正定 的 (因此 满 必 定理 
22,3 的 全 部 联 求 )， 

提示 把 二 次 型 用 它 的 导数 藻 相 曲线 的 积分 表示 . 


7 


图 153 同 肚 揣 射 五 的 构 得 


22.6 同 肘 映射 有 的 构造 


为 了 证 明 引 理 3, 现 在 我 们 构造 一 个 同 有 凸 映 射 X; R* 一 R", 它 
将 方程 区 一 4E (Re 入 之 0) 的 相 流 tp 映 入 方程 一 工 的 相 访 
{g'}. 设 S 是 球面 (或 椭 面 》 

Se== [xXER". rr) = 1}, 

此 处 1? 是 $22.3 中 李 斑 普 诺 夫 测 数 ， 又 设 使 得 

i) 在 作用 下 , S$ 上 的 点 不 变 ; 

i) 设 xw 是 5 上 的 点 ， 则 将 方程 三 一 4x 的 相 轨 钱 上 的 点 
fw 映 人 方程 二 一 工 相 轴线 上 的 点 go (图 153); 

人 — gx YiER, x és, 
AKC0) = 0. 

现在 我 们 必须 验证 下 面 的 事实 , 它 的 证 明 几 乎 是 显然 的 : 

1) 公式 (6) 唯一 地 确定 了 有 在 每 一 点 xz Rr 的 什 ; 

2) 上 映射; R" 一 R* 是 一 对 一 的 是 是 双方 连续 的 ; 

3) of = giok, 


(6) 


136 。 


22,7 引 理 3 的 证 明 


首先 我 们 证 明 
引 理 6 设 9:R 一 R" 是 方程 主 一 4x 的 任 一 非 等 解 ， 并 构造 实 变量 : 
的 实 函 歼 
pt) = Inri( pty), 
则 映射 2: RR 是 微分 同 莉 , 并 县 
“Pb (7) 


证 明 ”根据 唯一 性 定理 ,我 们 有 
wt 0 ER 


此 逢 ,由 于 (5 ,因此 
dp tor 
如 
满足 居 计 《7). 
推论 1 每 一 个 点 xz0 都 可 以 用 形式 
X= fm (8) 


表示 :此 处 xf 5, +E RR, {1"} 是 方程 大 = 4x 的 相间 。 

证 明 ”考虑 具有 初始 条 件 (0) = x 的 解 p. 根据 引 理 6， 对 某 些 7， 
refr)) 一 工 点 xu 一 wz) 属于 球面 5. 令 :mw 一 fs 我 们 得 到 x = f'x。. | 

推论 2 ”表述 式 (8) 是 唯一 的 . 

证 明 根据 引 理 6, 经 过 x 的 相 曲 线 (图 153) 是 唯一 的 , 且 与 球面 $ 交 于 
唯一 的 点 xs。 再 次 利用 引 理 6 根据 (7) 的 单调 性 得 到 : 约 唯 一 性 . [ 

因此 我 们 构造 了 一 个 从 直线 与 球面 的 直 积 到 除去 一 点 的 欧 几 里 得 空间 
上 一 对 一 映射 

下 Rx RN 0 Fi, wm) = Fw. 

根据 解 对 初始 条 件 的 连续 依赖 性 的 定理 推 得 :了 和 它 的 道 喘 射 矿 ! 都 
是 连续 的 (其 至 是 微分 后 胚 的 )。 

现在 我 们 注意 到 ,对 标准 方程 六 一 x 有 


因此 野 庙 


GR RAO Gy No) = BXo 
也是 一 对 一 的 和 双方 连续 的 。 根 据 定义 (6)， 映射 与 Go ': RAO RVD 
" 157 。 


除去 点 0 外 媳 处 重合 . 因此 我 们 证 明了 天 是 一 对 一 了 怠 射 。 

根据 FF! 和 6G， 的 连续 狂 推 名 4 太 : 除去 点 0 外 处 处 连续 ;实际 
上 :五 除去 点 0 外 是 一 个 微分 同 有 是 (区 1547 根 据 引 理 5 得 出 上 和 42 在 站 的 
连续 狂 。 这 个 引 理 使 我 们 得 到 用 r(x)。 1x 关 1， 给 出 ri 多 x))》 的 显 式 鸽 
计 

Cr) ps, 
事实 上 , 设 * 二 FC, x0), :过 0. 则 户 委 由 可 安 ats DCCK)) 一 24, 此 外 ， 
对 xx0 我 们 有 * 二 产品， 因此 
Hof ND) = HPO)) = BF tre) 一 本 xp 
EB) EAN) = (8'08)(Xx), 


‘QQ NA 


图 154 同 吐 映射 在 除去 点 0 让 是 一 沾 葵 分 司 旺 图 155 标准 整 点 


丽 在 x 一 0 时 我 们 也 有 (ho XxX) 一 (gio8)(X). 因 此 22.6 1)~ 3) 论断 的 


228 定理 22.1 的 证 明 


根据 引 理 1、, 引 理 2 和 引 理 3 推 得 : 每 一 个 线性 系统 立 4 
拓扑 等 价 于 标准 的 多 维 " 稻 点 * 
全 Es TER"-, 
充 ) 一 下 y x KE R™+ 
《图 155), 此 处 算 了 于 4: R" -> R" 没有 统 虚 数 特征 值 ， 嵌 此 ,具有 
相同 数 办 -，#w+ 的 两 个 这 样 的 系统 是 (和 相互) 拓扑 等 价 的 .注意 ， 于 
空间 R”- 和 R"+ 在 相 流 {g'} 下 是 不 变 的 , 当 : 增加 时 , 民 "- 中 每 
一 点 都 趋 于 0. 


"138 = 


问题 1 证 明 ， 当 ;~ +co 时 ,g 科 一 0, 当 上 且 仅 当 xe Rn-. 
因此 R*- 称 为 鞍点 的 进入 股 ， 同样 ,由 条 件 ， 当 ;> 一 co 
时 , 8 所 一 0 来 定义 的 Re+ 称 为 革 点 的 外 出 股 . 


电 而 尘 台 和 单 本 号 


同 的 

我 们 首先 注意 ， 每 一 个 局 上 且 五 将 一 个 层 点 的 相 流 机 人 另 一 租 
点 的 相 流 时 ,必须 使 一 个 鞍点 的 进入 股 映 入 男 一 艇 点 的 进入 股 ( 因 
为 在 同 胚 下 当 :~ co 时 趋 于 0 是 被 保持 的 }。 因此 , 同 胚 志 也 建 


人 人 作 
~ Si 
A 

ZN Nr 
DDIoAD 


图 156 三 维 鞠 点 约 股 


立 了 将 一 个 鞍点 的 进 人 股 映 人 另 一 靶 点 的 进 人 股 上 的 同 苹 映射 。 

股 具 有 相同 维 数 的 缚 论 来 自 王 面 关键 的 拓扑 学 命题 : 

宰 闻 R* 的 约 数 是 拓扑 不 雪 拔 , 即 同 路 4: R" -， R" 只 能 在 相 
辣 准 数 空间 之 间 存在 

虽然 这 个 命题 似乎 是 “显然 的 ”, 但 它 的 证 明 却 不 容易 ,这 里 我 
们 不 给 出 证 明 . 

问题 2 证 明 三 维 相 空间 中 使 得 (mw7) 开 《350)s (231) sr12),C0, 


1) 获 而 * 存 在 一 对 一 路 射 R 一 民 " 以 及 当 本 和 了 时 有 R" 爱 到 RR* 上 的 志和 转 且 射 
‘例如 R' > 下 人 


159. 


3 的 四 个 鞍点 是 拓扑 不 等 价 的 (不 竖 用 未 经 证 明 的 拓扑 学 的 命 是 ). 

提示 ”一 维 股 由 云 条 相 曲 线 组 成 ， 而 多 维 股 由 无 穷 多 条 相 曲 线 组 成 (图 
156), 

因此 在 民 , 民 , R’ 中 ， 我 们 已 经 完全 证 明了 有 非 零 点 部 的 特 
征 值 的 线性 系统 的 拓扑 分 类 。 但 对 于 及 ", ” > 3, 我 们 不 得 不 引 
用 上 上面 来 经 证 明 的 关于 维 煞 的 拓扑 不 变量 命题. 

问题 3 把 特征 值 的 模 不 为 1 的 线性 算 于 4: R" 一 R" 进行 拓扑 分 类 ， 
证 明 唯一 的 拓 牛 不 变量 是 模 小 于 1 的 特征 值 的 个 数 . 


$23 平衡 位 置 的 稳定 性 


非 线性 系统 平衡 位 置 的 稳定 性 问题 ， 可 用 解决 线性 化 系统 的 
同一 种 方法 来 解决 * 只 要 后 者 在 虚 轴 上 没有 特征 值 就 行 了 . 


23.1 李 亚 普 诺 夫 稳定 性 


考虑 方程 
主 = vt), XEUCR", 《1 

隆 处 了 是 区 域 达 中 的 * > 2 次 可 微 向 量 场 ， 设 方程 (1) 有 一 个 平 
衡 位 置 (图 157)，, 选择 坐标 x; 使 平衡 位 置 在 原点 wt0) 一 90。 具 
有 初始 条 件 ptw) 一 0 前 和 解 正好 是 三 0。 我 们 感 兴趣 的 是 具有 
邻近 初始 条 件 的 解 的 性 态 . 

定义 方程 (1) 的 平衡 位 置 x 一 0 称 为 (在 李 亚 痊 庄 夫 音义 下 ) 
稳定 多 ,者 性 给 5 六 > 上 0 了 ,存在 # > 0( 只 依赖 于 es, 而 不 依赖 于 ”在 
后 面 也 是 如 此 )》 .使 得 对 每 一 个 jz| < 人 的 xzo 方 程 (1) 具 有 初始 
条 件 p(0) ~ 的 解 ,可 延 拓 到 边 个 半 直 线 1 > 0 上, 并 且 对 所 
有 :> 0 满足 不 等 式 |p(D| < s (图 158). 

问题 1 寺 论 于 列 方 程 平衡 位 置 的 李 亚 普 诺 夫 稳 定性 : 

DD 0) fy d) i sy 6) fi zy 

bt= x; 人 { 


3 和 = 3 Fy = = EN Fe 


让 通常 ,如果 x 一 free 则 [xf 一 了 十 必 十 
"0 =" 


图 157 从 平 街 位 置 的 充分 小 部 拒 内 出 发 图 158 稳定 和 不 稳定 平衡 位 置 的 
的 相 曲 线 停 留 在 平衡 簿 置 附近 吗 ? 积分 曲线 性 态 的 差别 


让 -一 


图 !59 源 近 稳定 壮 窒 记 置 的 积分 归 线 


AN 
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图 160 方程 C7? 和 22 的 模 有 曲线 


问题 2 证明 上 面 的 定义 十 恰当 的 即 平 衡 位 置 的 稳定 性 不 依赖 本 出 现 
在 定义 中 的 坐标 系 。 

问题 3 机 定 对 尾 章 的 WR>0，8>0， 存在 人 1) 的 解 gt 使 得 |p(0)| <#， 
旧 对 其 些 1>0 有 p41 之 NN|pd02|， 由 此 可 得 出 平衡 位 置 x = 0 是 不 稳 
定 的 吗 ? 


23.2 ” 渐 近 稳定 


定义 程 方 (1) 的 平衡 位 置 x ~ 0 称 为 是 渐 近 稳定 的 ,着 它 是 
李 亚 普 诺 夫 意义 下 稳定 的 ,并 且 假 定 , 对 位 于 零点 的 充分 小 邻 域内 
共有 初始 条 件 9(0) 的 每 一 个 解 9 都 育 


* 生生] * 


Hm 单 (一 
中 十 直 


《图 159). 

向 题 1 讨论 下 列 方程 平衡 位 置 的 源 近 稳定 性 ; 

2) £2= 0; Fy 

b= 天》 0) Ei = 

问题 2 设 当 :*+ oo 时 所 有 的 解 趋 于 平 奖 位 置 ， 由 此 能 否 得 出 平 往往 
置 的 地 亚 普 诺 夫 稳 定性 ? 


23,3 ”四 一 次 近似 的 性 坊 来 表示 稳定 性 


和 方程 41) 一 起 :现在 我 们 潜 虑 线性 化 方程 《图 160) 
立 一 A :RR". 《27 
于 是 ¥ 一 mw 十 VW, 其 中 
Wx) 一 AR, Wr) = OF FID. 


(图 161)。 则 方程 (1) 的 平和 位 置 x 一 0 是 洛 近 稳定 的 . 


r=000st 


Da 


归 

图 161 算 于 4 的 特征 入 图 162 地 亚 兽 庶 夫 男 数 的 水 平面 

问题 1 当 所 有 Re sd 时 , 绽 出 方程 (1) 的 (在 李 亚 营 诺 夫 意 义 下 ) 不 稳 
定 平衡 亿 置 的 一 个 例子 ， 

评注 “可 以 证 明 , 如 果 侄 少 有 一 个 特征 值 的 实 部 为 正 ， 则 平衡 位 置 是 不 


稳定 的 。 在 轩 实 部 梢 况 , 稳 定性 依 损 于 高 于 一 阶 的 泰勒 级 数 的 项 , 
问题 2 ”系统 


全 aa Rss 
这 


的 及 平衡 全 置 稳定 (在 李 亚 辣 庶 夫 意 义 和 潮 近 稳 定 意 久 下 ) 哆 ? 
答 ” 当 * 为 偶数 时 :( 在 李 亚 次 诺 夫 交 义 下 ) 是 不 稳定 的 ; 当 ” 为 奇数 时 。 


"162* 


它 基 在 李 亚 普 诺 夫 意义 下 稳定 的 ,但 不 源 近 稳定 。 


23.4 定理 23.3 的 证 明 


根据 $22.4, 存 在 李 亚 普 庶 去 函数 , 即 正定 二 次 型 r", 它 沿 着 线 
性 庙 量 场 Y, 方向 的 导数 是 负 定 的 ， 所 以 
Ly: 27r’, 
此 外 了 是 一 正常 数 { 图 162). 
引 理 在 点 x 一 0 区 这 分 小 邻 域 内 ， 李 亚 普 诺 夫 阔 数 沿 非 线 


重 训 本 


Lr A —Yr’, (3) 
Ler Ler + Lyre 


Lr,r’ 加 Cr) (4) 
所 以 当 ”很 小 时 ,第 二 项 比 第 一 项 小 得 多 .事实 上 , 对 任 高 的 场 严 
和 任意 函数 了 有 有 


LJ- > 让 gi, 


在 我 们 这 里 是 一 YY, 一? wi 一 Or 和 和 fr 一 Or) (为 
什么 ?), 这 样 就 得 本 (4). 
因此 存在 常数 C > 0, o > 0, 使 得 对 任何 1x| < 的 x 有 
[Lvwr’ | = < Cr x)”, 
对 充分 小 的 |x|, 右 问 不 大 于 7r 因此 在 点 x = 0 的 邻 域 内 有 
Ler SS 277 Tr 一 rr。 
定理 23.3 的 证 明 : 设 gp 是 在 点 一 0 的 充分 小 邻 域 内 方程 
(12 渍 足 初 始 条 件 x 0 的 非 零 解 ,考虑 下 面 的 时 间 * 的 函数 
Pt 一 lor te)), 了 之 0. 
根据 唯一 性 定理 知 六 (ef(9) 关 0， 所 以 pt) 是 确定 的 可 微 函数 ， 
根据 不 等 式 (3), 我 们 有 


"163" 


由 此 得 出 :97) 是 单调 减少 的 , 且 当 :> 十 oo 时 趋 于 1; 
ph) < pO Ts 
Pp) Er pO) eT 0, 0 
问题 1 找 出 证 明 中 的 瀑 渣 . 
答 ” ”我们 疫 有 证 朋 解 pit) 可 以 无 限 向 有 询 延 拓 . 


| 


考虑 扩张 稍 空 间 中 的 紧 致 集 (图 163) 
Fo {x 1 rx) Soo, TY. 

设 q 是 具有 初始 条 件 gC0) 的 解 , 此 处 zpC0)》 三 w， 根据 延 拓 
定理 我 们 能 把 旬 向 前 延 拓 ,站 到 柱 体 F 的 边 模 .但 只 要 点 (1, 9 四》 
属于 了, 滑 数 +/ 人 pg(7)) 的 导数 就 是 负 的 ， 因此 解 不 能 经 过 柱 体 F 
的 侧面 (此 处 7? 一 中)， 因 此 解 可 延 拓 到 柱 体 的 末端 面 (此 处 f= 
T). 由 于 了 是 和 伍 意 的 ( 且 不 依赖 于 o), 因此 解 plD 就 可 无 限 向 前 
延 括 . 并 且 -ftD) < 和 不 等 式 (3) 对 所 有 上 实 0 时 部 成 立 。 0 


a 


0 ” 


| 
和 
和 


图 163 甫 能 移 无 限 地 向 前 死 拓 


注 1 实际 上 ， 我们 己 证 明了 比 平 衡 位 置 渐 近 稳定 更 强 的 结 
和 朱 ， 事实 上 , 从 不 等 式 (5) 清楚 地 知道 p( 一 0 是 一 致 的 (对 于 
充分 搂 近 0 的 初始 条 件 xo)， 并 且 (5) 指出 了 收 化 速 度 ( 即 指数 型 
的 》。 

丛 本质 上 看 ,定理 23.3 断言 线性 方程 (2) 的 解 一 致 收 伍 于 0， 
人 不安 被 方程 右 端的 非 线 狂 抗 动 wz(x) 一 DCIxi 所 破坏 ， 对 具有 
更 普遍 性 质 的 各 种 扰动 ,类 似 的 结论 也 是 正确 的 。 例 如 ,我 们 可 以 
考虑 使 得 

,154 ，。 


[wy 人 | Spx|) 
的 非 自治 抗 动 ,此 处 当 x 一 0 时 , $C(Ix|) 一 o([x|), 
问题 z ”证 明 在 定理 的 条 件 下 , 方程 (1) 和 (2) 在 平衡 位 置 驾 域内 是 拓 扩 
等 价 的 ， 
注 2 定理 23.3 导 致 下 面 的 代数 问题 一 ~ 著名 的 罗斯 (Routh》 
条 尔 维 将 (Hurwitz》 向 题 ， 决 定 一 个 银 定 的 多 项 式 的 全 部 鹤 点 旦 


解决 ,恰当 的 算法 已 在 代数 学 教程 里 ( 霍 尔 维 荧 准 则 ,斯 图 读 方 法 》 
和 复 分 析 里 ( 幅 角 厌 理 , (Vyshnegradski), 案 购 斯 特 (Nyguist) 和 米 
克海 洛 夫 (Mikhsiloy》 方 法 )* 给 出 ， 在 $36.4 我 们 将 加 到 罗斯 - 
霍 尔 维 获 问题 . 


$24 纯 虚 数 特征 值 的 情况 


不 具有 纯 虚 数 特征 慎 的 线性 方程 已 详细 讨论 过 了 ( 见 $21 和 
$22》。 它 们 的 相 曲 线 是 相当 简单 的 ,表现 为 鞍点 ($22.8}.。 现在 我 
们 畦 到 具有 纯 庶 数 特 征 值 的 线性 方程 ， 它 们 的 相 昌 线 提 供 了 更 算 
杂 性 态 的 例子 ， 这 样 的 方程 我 们 是 遇见 过 的 , 例如 在 保守 系统 的 
振动 理论 中 ( 见 $ 25.6)。 


24.1 拓扑 分 类 


假设 线 寿 方 程 
一 Ax XER", 4: R > 有 C1) 
的 所 有 特征 值 25， 4，……，, 4。 都 是 纯 碟 数 . 则 在 什么 条 件 下 两 个 这 


nD 枫 如 大 了 阅 A.G.Kurosh, A Caurse in Higher Alpebra (in Russian), Mosc- 
ow (1968,Chap.9 M. A. Lavrenter amd BY Shabat, Method of the Th- 
eory of Tanceions of a Camplex Variable (in Russian), Moscow(1958), 
Chap. $5;N.G. Chebotarey and N. N. Meiman, The Routh-Hurwitz Probl- 
sm for Polynomials and Entire Functions (in Russian), Trudy Mat, Inst. 
Steklov, Moscow (C1949), No. XXVI. 


* 1]65 * 


样 的 方程 是 拓扑 等 价 的 ? 这 个 问题 的 答案 还 不 知道 ,并 旦 明显 地 ， 
这 个 问题 不 能 用 现在 通用 的 数学 方法 来 解决 . 

问题 1 证 明 在 平 疝 情 况 ta 一 2; 4 一 土 iw 关 0); 代 数 等 价 ( 即 特征 值 相 
同 ) 是 芹 蕉 等 价 的 必要 和 充分 条 件 .。 


24.2 鲍 
在 习 中 考虑 方程 


一 Wray , 
， 4 二 0 
TT, 一 = 一- 
Ty {XL 
(2) 
Fs = Oyxs 。 
Fi 十 035 
ER te 一 


把 空间 人 分 解 为 两 个 平面 的 直接 和 有 R 一 及 十 RR (图 154)， 
相应 地 把 系统 (2) 分 解 为 两 个 独立 系统 


图 164 系统 名 ) 的 相 空 间 图 165 环 面 


全 = ts 


Ti 一 TL 


{x1 xz2) € R,,,, 
(3) 


全 = W443 
在 这 些 平面 中 的 每 一 个 上 , 相 昌 线 ; 例 如 
Slam {rE Ri ri C00} 
是 圆 或 点 《C 一 0)， 相 流 由 旋转 组 成 ( 转 第 分 别 为 wu 和 zz。 


-166 -= 


Cx 下 起 R,,. 


方程 (2) 的 每 一 相 莫 线 属 丁 平 面 民 ,,; 和 有 :上 上 相 临 线 的 直 积 。 
设 两 曲线 是 贺 , 直 积 

Ti Xo {rst Rxi+ ri C, x+ x — DD) 
称 为 二 维 环 面 . 为 了 更 好 地 想象 这 个 环 面 T?, 我 们 作 如 下 的 讨论 . 
在 了 R 中考 虐 让 一 加 图 绕 一 条 在 其 平 获 上 ,但 不 与 芳 相 交 的 轴 施 转 
而 得 的 炸 面 限 的 表面 (图 165)， 这 曲面 上 的 每 一 个 点 由 两 个 角 上 坐 
标 6, 9, mod 2x 所 确定 , 称 为 经 度 和 纬度 ,从 图 形 上 看 。 这 样 称呼 
的 理 志 是 很 明显 的 。 坐标 色 和 后 给 出 了 炸 面 鼎 表 面 和 两 隐 直 积 
了 TT 之 间 的 微分 同 跑 . 

邵 果 我 们 将 每 一 对 点 C0,, 0), C0,, 2x) 以 其 《0 022， 2x, 0,) 
“外 结 在 一 起 , 则 坐标 6 2 平面 上 的 正方 形 : 

日 委 站 sr 0 去 日 < 2r 

可 看 作 环 面 天 的 地 图 (图 166)， 全 平面 也 可 以 当 作 地 国 , 但 此 时 
环 曾 上 每 一 点 在 地 图 上 有 无 穷 多 个 像 . 

环 画 7T? 己 有 在 方程 (2) 的 相 流下 是 不 变 的 ,而 且 方程 (2) 的 
相 曲 线 位 于 曲 茄 T? 上. 若 包 是 平面 只 上 从 x; 方向 到 x 方向 度 
量 的 极 第 , 则 根据 C37 有 色 一 wm.， 类 位 地 从 x 到 x*; 度量 的 极 第 为 
6.。 我 们 得 到 点 一心 。 因此 ,在 由 而 7? 二 相 流 (2) 的 相 轨 绕 铺 导 
全 分 方程 

8, ™ mis 6, ™ ty (C4) 

所 以 相 点 的 经 度 和 纬度 都 是 均 久 变化 的 。 此 运动 对 未 于 一 所 纺 
线 "闭环 面 (图 167)。 它 在 环 面 的 地 图 上 表示 为 一 条 直线 。 


a 


周 166 球面 的 地 图 国 167 竣 绕 菠 面 的 点 


厨子。 


24.3 ” 环 面 上 方程 (4) 的 相 曲 线 


两 数 w, 和 cos 称 为 有 理 无 关 的 若 由 
项 icoi 二 天 xcoz = 0 《如 3 所 是 整数 ) 
得 出 如 一石 一 0。 例如 ,V2 和 V8 是 有 理 相关 的 ,但 W 6 和 
w 8 则 不 是 . 
定理 ” 设 m 和 w, 是 有 理 相 关 的 , 则 环 而 于 方程 (4) 的 每 一 条 


的 和 一 条 相遇 组 在 下面 上 是 处 处 和 的 o( 几 167， 

换 名 话说 ， 馒 定 无 椒 棋 盘 的 每 一 个 方块 只 被 一 只 兔子 占据 ( 同 一 种 放置 
法 ) 并 鼻 定 猫 人 在 和 拱 盘 的 直线 所 成 的 顿 角 具有 无 理 数 的 正切 的 方 商 射击 ， 
则 猎人 鞋 少 可 击 中 一 只 兔子 . 《显然 知道 , 鞍 假 衣 的 正切 是 有 理 数 ,我 们 可 以 
通过 把 充分 小 的 免 子 玫 在 棋盘 上 的 方法 来 使 狂 大 打 不 中 它 ,) 

引 理 仿 定 贺 9 所 转 过 的 角度 “是 与 ?< 不 可 通 约 的 (图 
169)， 则 在 重复 转动 下 加 上 位 章 点 的 像 

,0 Fa 260T e+ {mod 2x) {5) 

扩 或 的 集合 在 下 上 是 处 处 稳 密 的 . 

证 明 定理 可 从 直线 上 闭 子 群 的 构造 推出 ( 见 $10),。 但 我 们 
将 根据 简单 的 组 合 事 实 :“ 设 大 十 1 个 物体 放 在 地 个 小 合 里 , 则 至 
少 在 一 个 小 拿 轩 包 全 的 物 你 多 于 1 个” ( 狄 利克 雷 CDirichlet) 小 


Ori 0 


图 168 在 环 面 上 外 处 福 密 的 旧 站 图 169 在 重工 应 用 转角 为 洗 
的 寥 转 下 加 上 点 的 全 
1) 集合 4 称 为 在 空间 B 内 是 处 处 稠密 的 ; 存在 B 的 每 一 个 点 的 任意 小 邻 域内 至 少 
有 寺中 的 一 个 点 ， 


* 168 


的 半 开 区 间 ; 则 在 序列 《sy 中 开头 的 下 十 1 个 点 中 ,有 两 个 点 落 在 
同一 个 羊 开 区 闻 中 . 设 这 些 点 为 8 十 ps 和 68 十 galP 之 9), 并 令 
:一 许 一 gg， 则 转角 so 与 24 的 倍数 之 差 小 于 2x/ 夺 并且, 序列 
0,0 m0 des TT Br, (Cmod 2) (6) 
《图 179) 中 任意 两 个 相继 点 以 同样 的 距离 4 相隔 离 , 此 处 3 天 2 天 ， 
因此 吾 上 点 的 任 一 6 分 域 都 包含 序列 (6) 的 点 。 我 们 只 要 选择 记 
足够 大 使 2x/ 之 6. 
注 我 们 没有 用 到 和 2x 不 可 通 约 的 事实 .但 显然 ,车 与 
2x 可 通 约 , 则 引 理 是 不 成 立 的 . 
何 题 1 找 出 并 消除 引 理 证 明 中 的 漏洞 。 
定理 的 证 明 方程 (4) 的 解 具有 形式 
BD OD tt DA) = O00) 十 wf, 《7 
设 ml 和 om 是 有 理 相关 的 ,因此 
Ro 二 bo 0, 二 起 0， 
则 了 的 方程 
wT 2 wT 一 nk 
是 相 容 的 ,它们 的 解 给 典 闭 的 相 昌 线 (7) 的 周期 。 另 一 方面 , 设 mm 
各 全 3 是 让 理 无 关 的 。 则 tif 02 是 无 理 数 . 考虑 相 曲线 C7) 和 子午 
线 昌 号 0(mod 2r) 的 相继 的 交点 ， 这 些 点 的 纬度 是 


9 一 Do 二 2r-22 .大 (mod 2x) 
《图 171). 根据 引 理 , 交点 的 集合 在 子午 线 了 上 是 处 处 稍 密 的 ， 假 
设 工 是 平面 上 的 直线 。 又 假设 我 们 在 莽 上 处 处 稍 窗 的 点 集 上 作 湄 


与 工 方 向 不 同 的 一 些 直线 ， 则 这 些 直 线 组 成 了 一 个 在 平面 上 处 处 
筒 密 的 集合。 出 此 得 出 相同 线 (7) 的 像 ? 


BF) 一 Bf 一 2 [2], 
CD = OF) 一 2r [=| ， 


1) 这 里 txzJ 圾 了 示 z 的 整 区 部 分 * 即 气 y 的 基 天 整数 。 
“169 。 


bo wo, 
aan 
Bo 
irk 外 
图 170 点 日 十 meewo 关 一 1 23:--- 图 i171 定 至 简化 为 引 理 


在 正方 形 0 所 和 所 2r ,0 所 所 2x 上 是 处 处 称 密 的 .因此 方术 
《4) 航 相册 厂 , 在 环 面 上 处 处 称 密 ， 由 此 知道 ,方程 (2) 的 相册 线 在 
环 面 上 是 处 处 和 禧 密 的 ， 0 
下 面 的 问题 绍 出 了 定理 24.3 在 常 微分 方程 理论 以 外 的 一 些 简单 应 用 ， 
问题 1 考 洪 数 2 的 相继 容 次 的 第 一 位 数 序列 
1, 2 4 3 1 3 03 ly 2 5 1, 2, 4 Brrr 
7 是 否 出 现在 这 个 序列 中 ? 更 一 般 地 ,2" 能 否 以 数字 的 任意 组 合 开始 ? 
问题 2 证 明 


sup (costf 十 sin V2) = 2 
[本 


问题 3 找 出 模 为 1 的 秘 数 群 4 的 所 有 了 闭 子 群 。 
答 15,{ A Th 


24.4 高 维 的 情形 
设 方程 (1) 在 Rw 中 的 特征 值 全 是 形 如 


4 一 二 ii 二 5 二 Fa 
的 单 重 模 , 则 如 后 $ 24.2 所 述 的 那 祥 ,我 们 可 以 证 明 相 曲线 是 位 于 
纺 维 环 面 。 
Ts 一 人 XXX 了 Om) mod2r} Ri/Z™ 
且 满 足 方程 
Bh ly 0, ™ C079""" 6 ”mw 


Ea C3 人 2 7 tom 称 为 有 理 无 关 的 , 若 由 


让 901 十 二 se02 十 "十 Rmiom 一 0 《下 -为 整数 ) 
推出 大 一 …: 一 hm 一 0, 


"470 * 


172 系统 日 二 1 一 V2 = 
的 相 曲 线 在 三 维 环 面 上 是 处 处 机 查 的 


* 问 题 1 证 明 : 车 频率 w,，…， ws 是 有 理 无 关 的 , 则 位 于 环 面 T* 的 方 
程 ( 1 ;的 每 一 条 相 曲线 必 在 2 中 处 处 稠密 . 

推论 。” 概 定 一 匹 功 在 田野 上 作 跳 路 (VY 2 ,WY 3 )、 这 田野 上 的 庄稼 是 种 
在 正方 形 的 稿子 里 ( 罗 172)。 册 这 匹 马 一 定 至 少 短 倒 一 棵 庄 称 。 


24.5 ”均匀 分 布 


以 上 考 碟 过 的 处 处 稠密 的 曲线 ， 有 一 个 值得 注意 的 在 丈 面 上 
“ 均 名 分布 ”的 性 质 。 我 们 现在 阐述 在 最 简单 情况 下 适当 的 定理 。 
在 区 8 一 {9 mod 2x} 上 的 点 列 86:，… 称 为 均匀 分 布 的 , 若 对 给 
定 的 企 意 弧 A CC SS， 属 于 和 的 序列 的 “起 始 部 分 2 :6 的 点 
的 数目 NtA&A, 如 是 渐 近 好 正比 于 A 的 长 度 , 即 若 
jm CA | 人 | 
xm 贡 2x ~ 


* 身 题 1 证 明 : 若 人 角度 < 和 2x 是 不 可 通 约 的 , 则 序列 9, 8 十 ,8 十 2e 
在 上 是 均 多 分 布 的 . 

推论 数 2* 忆 7 开头 比 以 8 江 头 更 为 常见 。 假定 加 (+) 是 娄 1 2， 
4 :rs 关中 以 了 开头 的 个 数 ， MR 为 区 8 开头 的 个 数 ， 则 裤 限 


NC) 
a NR) 


存在 . 

问题 2 来 此 极限 并 证 明 它 大 于 1, 

评注 序列 (§ 24.3 问题 1) 的 起 始 部 分 表明 很 少 出 班 7, 这 吨 由 于 无理 
数 iog ww 2 一 0.3010… 十 分 阁 近 于 有 理 数 3710 的 这 个 事实 。 


* ]7IT * 


Y23 重 特征 值 的 情况 


常 系 数 线性 方程 的 求解 可 简化 为 矩阵 ed 一 4 的 计算 ， 在 
上 矩阵 的 特征 值 全 不 相同 时 ，*4: 的 显 式 已 在 $19.5 和 $ 29.6 中 给 
出 ,现在 我 们 就 重 特征 值 的 情况 ,利用 若 当 标准 型 求 出 ce 


25.1 及 为 车 当 块 时 e4t 的 计算 
当 甩 为 若 当 块 


区 . | |: Ra > R", 
机 
时 , 在 514.9 中 {回想 地 在 氢 多 项 式 epson 空间 中 ,微分 算 子 在 
基 et 一 上 ev1,0 志 率 之 nn 下 有 矩阵 4). 已 指出 过 计算 全 的 一 
种 方法 。 素 实 上 ,按照 泰勒 公式 , 短 阵 H' 一 4 是 在 所 指 的 基 下 
移动 算 子 忒 z 上 > 大 :十 蕊 的 矩阵 。 因 此 


了 (7 二 一 2 Bis ye, 
此 处 年 阵 下 的 元 素 扩 :(4) 可 以 利用 二 项 式 定理 求 出 ,并 且 可 以 证 


表 它 是 次 数 小 于 * 指数 为 4 的 :的 拟 多 项 式 ， 
计算 2 的 另 一 种 方法 是 根据 以 下 的 引 理 。 


由 明和 
则 em ed es, 
生 


证 明 ”比较 形式 级 数 
ee 一 (+4 十 侍 十 Ett 二) 


E+(A4+B) + (2 +24B 十 了 十 六 
eA4tBmmEE+ (4+B) + (A4+B)+ 


* IT 


Ei(A4+8) 十 二 (全 十 4B 十 B4 


十 B2) 十。 
因为 当 *, ye R 民 时 , e:t7 一 crey, 因而 若 AE 一 BA, 则 两 级 数 置 
合 ; 另 一 方面 , 因为 级 数 是 绝对 收 敏和 的 ,所 以 ef 号 二 e413。 中 
假定 我 们 把 4 用 形式 
A i 二 + 和 a 
表示 ,此 处 


A 0 .1 | 
| 0 
是 一 个 备 零 若 当 块 。 因 为 1 与 任何 算 子 都 可 交换 , 我 们 有 
Ei mm hETA) mm li ea 
定理 和 插 阵 a! 和 a 由 
1 F201)! 
1 HH “(Cn 2) 
Ai 1  “.. 
| ff 
1 


el | oi. sleek (nr — 1)! 


t=— De "| Ei C1) 
- ew 


es 


给 出 。 
证 明 因为 A 作 用 在 基 沾 , ,as 上 像 一 个 移动 
四 < 一 机 所 一 | 属 < 下 -，3 
At 的 作用 像 多 次 移动 ,并 县 有 短 阵 


= I73* 


1 
0 
而 c4 = eltcat， 此 处 
一 人 人 ”An 一 
五 十 Ar# 十 > +。 二 让 二 1 0), 
在 复数 时 (4€ ,4A4:C" -> C7"), 计算 可 以 毫 无 政变 地 进行 . 
25.2 推论 
公式 (1) 半 接地 瘟 含 


推论 1 设 4:C" 一 0" 是 共有 重 数 分 别 为 y,,"… ,24 的 特征 


入 和 央 算 子 e+€ RR， 人 


证明 在 使 矩 隆 4 取 若 当 块 的 基 下 考虑 和 子 4 的 答 隆 ,因为 
在 任何 其 他 的 基 下 eA 的 年 阵 的 元 素 是 以 上 指出 的 基 下 “4 的 汗 
阵 的 元 素 的 (具有 常 系数 的 ) 线 性 组 合 , 从 定理 中 (1) 得 到 要 求 的 结 
果 . [ 


一 A， ec Cr 人 


[| 


p(t) = 3 epilz), 
f=1 
证 明 ”只 需 注 意 9(C9 一 <49(0)， 0 
推论 3 设 4:R" 一 R" 是 具有 重 数 为 vll 所 1 所 人 的 实 特 


和 


和 


是 指数 为 ls ou 士 im 人 汪 击 表 人 地 4 的 氢 多 项 


| 


证 明 - 此 为 推论 1 和 推论 2 的 直接 结果 . 0 
在 推论 3 中 出 现 的 和 也 可 号 为 较 复 杂 的 形式 


iC) 一 > eipiale) 十 3 etl girC#) eos cr 


t ratt? sin wt ], 
此 处 p11， Fis ri 是 次 数 分 别 小 于 yrs Kis mi 的 实 系 数 多 项 式 。 和 若 
z= 二 x 十 jy 一 十 fw， 则 玫 了 示 式 从 
Re se Ree tx +- I) cos wt + {sinw:) 
= el(x eoswt — Y sn wmf) 

这 个 事实 推出 。 而 且 ， 从 这 些 公 式 明 岂可 得 : 如 果 所 有 符 征 什 的 
实 部 为 负 ， 则 所 有 的 解 当 :一 十 oo 时 远 向 丁 零 (按照 $ 22 和 $23 
必然 如 此 2。 


25.3 ”对 高 阶 方程 组 的 应 用 


把 高 阶 方程 组 写 为 一 阶 方程 组 后 ， 我 们 可 以 把 间 题 化 为 上 面 
考察 过 的 问题 。 通 过 把 焦 阵 北 为 荐 当 标 准 形 一 阶 方程 组 的 问题 
本 身 又 可 雇 获 得 解决 ;然而 ,在 实用 上 按 其 他 方式 进行 更 为 方便 . 
首先 ， 我 们 注意 到 等 价 的 一 阶 方程 组 的 特征 值 可 以 不 写 出 方程 组 
-的 年 阵 而 求 得 . 事实 上 ，。 对 每 一 特征 值 4 我 们 有 一 特 入 向量 ,因此 
也 有 一 个 等 价 的 一 阶 方程 组 的 解 pl) 一 ep(0); 及 一 方面 , 原 方 
程 组 有 形式 为 由 (DD 一 ep(0) 的 解 ， 因 此 ,把 由 一 o* 叶 代 人 人 原 方 
程 组 后 ,我 们 看 出 : 当 且 仅 当 4 满足 一 确定 的 代数 方程 时 ,方程 组 
才 有 给 定形 式 的 ( 非 零 ) 解 ,特征 值 4; 可 以 人 以 这 个 代数 方程 天 定然 
后 我 们 可 以 寻求 指数 为 4 系数 待定 的 扫 多项式 的 和 的 形式 解 ， 

例 1 设 

x 一 x, (2) 
把 z= 三 全 代 人 (2) 后 ;我们 得 到 Xe 二 ei 和 一 和 rs 1 一 37 
一 if。 办 此 (22 的 每 一 个 解 的 形式 为 


* ]75 = 


TCe 十 Te + Coost + Csint, 
例 ? 设 


EB = ae 


7 (3) 


和 把 x = ce 人 代 人 (3) 衣 , 我们 得 到 总 = ,加 一 总 。 这 个 关于 已， 多 的 
线 伺 方程 组 当 且 仅 当 丸 一 1 了 时 有 非 半 几 解 。 因 此 (32 的 每 一 个 解 的 形式 是 
x = Ce Cr+ Cf 十 Csint, 

Fr = De + Dr + Dcot + Dins, 

把 它 代入 (3) 后 得 到 

DI 一 Cy DD = Cs DD, = — Css D = — Cs 
例 3 设 
"2 二 x 二 0, (4) 
把 x ee 二 代 人 <4) 后 ,我 们 得 到 
H+tl=0 Pi, hg 111 —1,—1, 
央 此 (4) 的 每 一 个 解 的 形式 是 
省 一 【Ce 十 Cet + CO + Ce, 


间 题 1 求 对 应 于 方程 (4) 的 四 阶 算 阵 的 荐 当 标 准 型 ， 


25.4 闪 阶 单个 方程 的 情形 
一 般 地 说 ， 特 征 值 的 重 数 不 能 决定 若 当 块 的 大 小 ， 如 果 我 们 
处 理 对 应 于 * 阶 单个 微分 方程 
(人 aC (5) 
的 线性 算 子 4, 则 情况 就 变 得 较为 简单 ， 此 时 推论 2 冀 售 
推论 4 方才 5) 的 年 一个 名 的 形 式 是 


PO = D> evipilt), (6) 
此 处 4。。…， 《是 特征 
i dt C7) 


证 角 方程 (5) 有 形式 为 e*8 的 解 当 且 仅 当 2 是 方程 《7 的 
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根 。 1 
转向 等 价 的 一 阶 方程 组 


让 一 AX, 4 一 让 C8) 


我 们 得 到 

推论 5 若 算 子 4:C* -> Cr 有 形 如 (3) 的 算 阵 , 则 对 4 的 每 一 
个 特征 信 4 刚好 对 应 大 小 等 于 的 重 数 的 一 个 荐 当 块 . 

证 明 ”按照 (8), 对 应 于 每 一 个 4 存在 一 个 唯一 的 特征 方向 
事实 上 , 设 志 是 算 子 4 的 特征 向 量 , 则 向 最 < 起 的 第 一 个 分 最 ex 如 
是 (8) 的 解 中 的 一 个 ; 而 其 余 的 分 量 是 导数 : $4 一 14456。 因此 2 
唯一 地 决定 专 的 方向 ， 为 了 完成 这 个 证 明 , 我 们 注意 到 每 一 个 车 
当 块 有 它 自己 的 特征 方向 [ 

间 题 1 每 一 个 氢 多 项 式 (6) 的 名 性 组 合 都 是 方程 (35) 的 解 吗 ? 


25.5 ”和 狂 环 序列 


我 们 关于 具有 连续 变 元 + 的 指数 ce 的 研究 可 以 容易 地 推广 
到 具有 离散 变 元 # 的 指数 4* 上。 特别 ,我 们 可 研究 形 如 
Xa = Rei 9) 
的 关系 式 所 定义 的 任何 御 环 序列 【例如 关系 式 *o 一 2rw-l 十 zw-; 
和 初始 条 件 x。= 0, x 一 1 确定 的 序列 0, 1, 2, 5, 12, 29,…). 
推论 6 由 (9) 定义 的 循环 序列 的 第 4 项 像 » 的 拟 多 项 式 的 


和 


二 


重 数 分 别 为 Diy “""s 每 一个 pi ,是 次 狂人 Ed 的 多 项 式 ， 


证 明 普 先 我 们 注意 问题 中 的 矩阵 是 把 序列 中 长 度 为 的 部 


*177 + 


分 St = (《*r。 xy 二 rai) 谈 为 长 度 为 不 的 后 部 分 
去 ， 【xm _K+19 | xs) 


的 算 子 4: R* 一 Rt 的 矩阵 : 


0 1 区 
0 1 
AE, 和 
0 1 
上 d3 G1 1 
汪 一 昨 十 1 
一 | : |=. 
ts 


注意 到 算 子 4 与 # 无 关 是 很 重要 的 。 因此 * 是 向 量 4 中 的 分 量 
之 一 ,此 处 吉 是 常数 向 量 且 4 的 矩阵 形式 为 (8)。 现在 和 人 
论 5, 把 4 的 矩阵 化 为 着 当 型 ， 

在 计算 时 ， 既 不 需要 写 出 矩阵 也 不 需要 把 它 化 为 标准 型 ， 
实 上 ， 算 子 4 的 任何 特征 值 对 应 于 形式 为 x, 一 *" 的 方程 (9) 的 
解 。 把 *。 一 和?* 代 和 (9) 后 , 我 们 发 现 2 满足 方程 

入 一 at 十 -十 at3 
容易 验证 ,这 个 方程 刚好 是 算 子 4 的 特征 方程 。 
例 1 对 于 对 应 于 关系 式 
Xn 一 Dra 十 ns (C10) 
的 序列 0, 1, 2，5, 12, 29，… 我 们 用 2 十 1 ,=1 土 V2。 因此 
两 个 订 列 
mm 一 (4W2J 和 一 (1 一 YY23 
都 满足 (10)。 且 这 两 个 序列 的 所 有 线性 组 台 ( 只 有 如 此 的 线性 组 合 ? 也 都 满足 
(10)。 在 这 些 线 性 组 合 之 中 ,容易 找 而 一 个 米 使 之 满足 ma 一 0，5 二 1. 事 
实 上 , 解 方 程 
cs ae — ce)=1, 
我 们 求 得 
stv 人 一 wm 
2 2 22 “ 
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评注 当 ereo 时 第 一 项 按 指 数 二 加 ;而 第 二 项 按 指数 三 小 ， 轩 此 对 于 
大 的 #， 
wo +tV2ay 
2v2 
特别 地 有 *ore/xs 二 1 + WY 2 。 这 使 我 们 得 到 2 的 很 好 的 近似 人 


V2 Tr Ts 2 


选择 zs 二 132， 3y I2, 29, ,我们 得 到 
yp 2 二 1 一 1， 


这 些 沂 似 值 与 古代 计算 Y 了 经常 使 用 的 那 种 近似 值 相同 ,; 拒 Y 2 展开 为 连 分 
教 就 能 得 到 这 些 近 似 ， 而 且 (won 一 和 /xs 是 分 母 不 超过 2*4 的 Y 2 的 所 有 
有 至 近似 信 中 量 好 的 一 个 ， 


25.6 ”小 振动 


在 $25.4 中 我 们 研究 过 特征 方程 的 每 一 个 根 不 管 它 的 重 数 如 
何 都 对 应 着 唯一 的 特征 向量 的 情形 , 即 二 阶 单个 方程 的 情形 。 现 
在 我 们 研究 特征 方程 的 每 一 个 很 对 应 有 个 数 等 于 极 的 章 数 的 特征 
向 量 的 情形 (在 一 定 的 意义 下 ,这 种 情形 和 刚 半 引用 的 情形 相 上 》， 
这 是 保守 力学 系统 的 小 振动 铺 形 ， 

设 局 是 欧 几 里 得 空间 下 * 中 由 对 称 算 子 4 给 出 的 二 次 型 , 即 没 

U(x) 一 二 《4 ER ，4:RR 一 了 "4 一 4 
此 处 4 全 表示 4 的 转 轻 ;同时 研究 数 分 方程 " 

13 上 出 条 忻 : 对 每 个 向 量 点 ETRE SEE 一 (Brad Uy 六) 确定 向 量 场 grad ;此 
狂 4 "> ?1 在 C 正 交 ) 直 秀 坐 标 染 中 ， 声 grad5 有 分 量 
BU Da OU fOrn, 


= 17 ， 


六 一 一 grad 71， {11) 
把 已 想 崇 为 势能 。 在 研究 (11 时 ,想象 一 个 小 球 从 势能 图 上 请 下 
来 是 很 有 益 的 ( 见 $12)， 方程 (11) 也 可 写作 形式 
基 一 一 A 
工 把 它 看 作 X¥ 的 人 举 标 的 # 个 方程 的 二 阶 线 铂 方程 组 。 遵循 我 们 的 
一 般 法 则 ,我 们 寻求 形式 为 钊 一 e* 才 的 解 。 这 时 给 出 
ie 过 一 一 de 本， (A ME) ~ 0, 
det CA + A:R) = 0. 
由 此 得 到 妇 有 = 个 实 午 《为 什么 ? }， 相 应 地 *%* 有 2 个 实 值 或 纯 
庶 信 ， 如 果 这 些 植 全 不 相同 , 则 方程 (11) 的 每 一 个 解 是 指数 姜 煞 
的 线性 组 全 ;如 果 存 在 生根, 则 我 们 遇 到 若 当 块 问题 。 
定理 花 二 的 则 党 二 个 特 全 保 2 有 个 数 等 


个 着 部 能 写 为 指数 了 骆 息 和 
(站 一 SY eM, bE Cr". (12) 
此 一半 


证 明 ” 作 一 个 正 交 变换 可 以 把 形式 已 化 到 主轴 上 ， 邑 存在 一 
个 正 交 基 "By 在 这 组 基 下 ， 辽 蛮 汐 


部 
Utx) 3 过 >, ax , + 
上 二 1 


因为 忆 是 非 遇 化 的 , 数 a4 中 没有 一 个 为 零 。 在 已 指定 的 坐标 中 ， 
不 论 是 否 在 在 重 根 ,方程 (11) 变 为 
RL ors Fe GR 
因此 我 们 的 系统 分 解 为 # 个 单 摆 方程 的 直 积 。 这 些 方程 中 的 每 一 
个 全 一 一 sr) 立 芭 可 解 。 事 实 上 ,如 果 a 盖 0 赐 s 一 上 县 
17 第 一 个 研究 小 振动 方程 (117 的 拉 格 朗 忆 《Lagraage? 开始 时 铬 了 一 个 情 误 , 从 
让 为 像 此 节 前 一 部 分 一 样 , 在 重 根 时 需要 形式 为 te*' 的 长 期 项 (或 在 实数 情形 下 


为 fsin %@ 门 ， 福 总 到 这 忻 事 是 很 有 好 处 的 . 
27 注意 ; 实质 上 ， 我 们 已 用 到 基 6 …yex 的 正 交 性 . 如果 东 和 韦 是 正 交 的 ， 列 向 


量 grad 忆 akxt 的 分 量 不 等 于 okek， 


为 
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tr 到 人 Cos + CC, sin wi 
而 如 果 。 < 0,Mi a = 一 外 且 
= Cicoshet + Csin ho = Dye™ + De 


特别 ,这 些 公式 直接 地 蕴含 式 (12)， 1 

如 果 形 式 避 是 正定 的 , 则 sx 全 为 正 ; 并 且 点 zx 沿 关 个 相互 锥 
直 的 方向 mw …:eo( 图 173) 作 ”个 独立 的 振动 ( 称 为 正规 方式 )。 
满足 方程 detC4A 一 o 富 ) 一 0 的 数 mx 称 为 特征 (或 固有 有) 频率 ， 在 
R" 中 的 点 一 pp( 的 轨道 位 于 平行 六 面体 lx4| 委 和 TI 魏 天 < 妇 六 
内 ， 此 处 凶 是 (11 的 解 ,X 是 第 * 个 特征 振动 的 振幅 ;如 果 4==2， 
则 平行 六 面体 简化 为 矩形 . 


各。 本 
图 173 势能 的 水 平 曲 线 和 特 图 174 具有 名 ,二 1; os 一 过 的 李 萨 如 
年 振动 方 据 《Liatojiout 图 中 的 一 个 


如 果 频 率 wo 和 wo; 是 可 公 度 的 , 则 轨道 为 闲 曲 线 , 称 为 李 萨 如 
图 (图 174); 然而 如 果 ww 和 oo; 不 可 公 度 , 则 轨道 稠密 地 充满 下 个 
矩形 ， 

问题 1 对 四 一 1 四 一 3 和 四 一 3， 一 1 画 出 李 萨 如 
图 . 

问题 2 证 明 具 有 w; 一 nw, 的 李 萨 如 图 中 的 一 个 是 ”次 多 项 
式 


TCX) 一 cos {narccosx) 


的 图 形 , 此 多 项 式 称 为 契 比 谢 夫 多 项 式 ， 
问题 3 如 果品 一 发 一 导轨 道 x 一 pC) 看 (Hedpmen) 
上 去 像 什 么 ? 
间 题 4 对 于 怎样 的 UU 方程 (11) 的 平生 位 置 : 一 * 一 0 是 
ah) 在 李 亚 普 庄 夫 阁 义 下 稳定 的 ? 


" 13] = 


p) 渐 近 稳定 的 ? 
$ 26” 拟 多 项 式 的 进一步 讨论 


在 解 常 系数 线 福 方程 时 ,我 们 已 经 重复 地 遇 到 过 所 多 项 式 . 现 
在 我 们 阐明 这 些 现 象 的 理由 ， 并 且 给 出 氢 多 项 式 某 些 进一步 的 应 
用 ， 


26.1 ”无穷 可 微 函 数 空间 


设 了 为 定义 在 实 直 线 R 上 的 所 有 复 售 无穷 可 微 图 数 的 集合 . 

民 为 
六 he F, Cs cE 9 

显然 推出 cfi 十 c 凑 E 瑟 ,所 以 集合 王 有 复线 性 空间 的 衣 然 结构， 

定义 冰 数 六 … 如 称 为 线性 无 关 的 ,去 把 他 人 和 们 看 作 线 性 
空间 下 的 向 量 时 是 线性 无 关 的 , 即 背 

ci 十 十 cr 一 0 Ces"rs cn kt) 

区 售 ec 一 … 一 ca 一 0. 

问题 1 < 和 8 取 何 值 时 因数 sinaz 和 sg 是 总 性 相关 的 ? 

问题 2 证 明 : 如 果 数 为 是 互 不 相同 的 , 则 函数 c!，,，-*, ew! 是 线性 无 
关 的 ， 
提示 “此 绪论 可 以 具有 解 汪 2， er 的 = 阶 线 性 方程 的 存在 性 而 得 
到 ( 见 $26.27, 

罕 邮 下 包含 着 指数 为 的 全 部 所 多 项 式 


vr—1 
1 = et DD) err 


更 一 般 地 :包含 着 具有 不 同 指数 的 报 多 项 式 的 全 部 有 限 和 
于 w+ 


fA) 一 六 ci 人 cimt。 和 天 和 w 是 1 的 重 数 . (1) 


Ful m= 
问题 3 证明 每 一 个 能 用 形式 为 (1) 的 和 表示 的 函数 有 了 唯一 的 这 样 的 表 
示 式 、 换 句 话说, 证明: 如 果 和 (1) 恒 等 于 零 , 则 每 一 系数 cu 等 于 0。 


* 12 = 


提示 ”作为 一 种 可 能 的 解法 , 见 下 面 的 推论 ， 


26.2 线性 方程 的 解 空间 


定理 续 才 方 和 
Yo 十 十 (C2) 

证 明 考虑 把 每 一 个 阔 数 变 为 它 的 导数 的 算 子 DD:F 一, 算 

于 忆 是 线性 的 : 
Doi + ef) = cD + cD 
设 
A=moatD)= D+ aD" li... + aE 

是 一 个 算 子 D 的 多 项 式 ， 则 4 是 一 个 线性 算 子 4:F -> F。 方程 
(2) 的 解 正 好 是 4 的 核 的 元 素 0。 所 以 天 一 Ker 4。 但 是 线性 算 子 
的 核 是 一 个 线性 空间 ,因此 XX 是 一 个 线性 空间 . 

其 次 , 我 们 证 明 多 和 C? 同 构 。 对 性 意 给 定 的 gE 及 ， 我们 使 
9 和 ”个 数 的 集合 相 联 系 ， 即 使 函数 9 和 它 的 前 面 的 > 一 工 酚 导 
数 在 上 一 0 的 值 

po 一 《0 (DP)D) ,CD ip)0)) 
相 联 系 。 这 种 联系 给 出 一 个 鼎 射 
B:R—C", Bo gp, 

此 映射 显 然 是 线性 的 .的 像 是 幕 个 空间 ,因为 根据 存在 定理 ， 
存在 一 个 具有 任何 初始 条 件 po 的 解 pE ;并 且 , 觅 射 刀 的 核 由 雁 
一 的 元 素 口 组 成 , 又 因为 根据 礁 一 性 定理 ,初始 条 件 po 一 0 孜 一 
地 决定 解 (yp 号 号 。 因 此, 互 是 一 个 同 构 映 射 ， [ 


FF 


(2). 


1) 我 们 已 经 知道 方程 (2) 的 所 有 解 是 无 穷 可 微 的 3 即 属于 FC 见 25. 分 。 
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证 明 ”公式 (1) 给 出 一 个 映 庙 四 :Cr 一 ,使 识 数 f 和 每 一 个 
2 个 系数 cm 的 集合 相 联 系 , 映射 溃 是 娱 柱 的 , 并且 条 的 像 包 舍 
方程 (2) 的 阶 有 解 的 空间 XX, 因为 按照 $ 25.4 ,方程 (2) 的 每 一 个 解 
都 可 以 用 形式 (1) 写 出 ， 由 于 上 而 的 定 表 ,六 的 维 数 等 于 w。 但 是 
从 空间 C? 到 同一 维 数 的 空间 了 上 的 线性 映射 是 一 个 同 构 映射 , 因 
此 在 C* 入 K 之 间 建 六 了 一 个 同 构 ， 0 


26.3 ”移动 不 变性 

定理 哲 分 方程 (2) 的 解 襟 间 X 在 把 归 数 pC 误 为 pC 十 

证 明 如同 任 何 自 深 方 程 的 情形 一 样 ( 见 510.1); 解 的 移动 仍 
是 一 个 解 . 

这 下 都 是 空间 5 的 移动 不 变 于 空间 的 例子 : 

例 1 一 维 空间 {ee 人, 

例 2 = 维 拟 多 项 式 空 间 {rpc 站} 

例 3 平面 {eos oz 士 zsin ory, 

例 4 24 维 空 闻 {pcs(2) cos or 十 qca()sinez}, 

可 以 证 明 空间 F 的 每 ~ 个 有 限 维 移动 不 变 子 空间 是 某 个 微分 
方程 (2) 的 解 空间 .换季 话说 ,如 此 的 子 空间 常常 分 解 为 氢 多 项 式 
空间 的 直 和 .这 说 明报 多 项 式 在 常 系数 线性 微分 方程 理论 中 的 重 
要 竹 。 

如 有 一 个 方程 在 某 个 变换 群 之 下 是 不 变 的 ， 册 在 此 群 之 下 不 
变 的 函数 空间 在 解 方程 时 将 起 重要 的 作用 ， 这 就 是 为 什么 数学 中 
会 出 现 各 种 特 狐 孔 数 的 原因 。 例 如， 球面 的 旋转 群 和 在 旋转 下 不 
变 的 球面 上 的 有 限 维 函数 空间 (” 球 函数 ”) 之 间 存 在 着 联系 。 

“问题 1 ” 求 出 在 如 局 旋转 下 不 变 的 回 局 上 的 光 淆 函数 空间 的 全 部 有 限 
维 子 空间 。 


26.4 ”历史 评述 
欧 拉 和 拉 格 朗 划 在 矩阵 的 着 当 标准 现 发 明 以 前 已 经 创立 了 常 


» 84" 


系数 线性 微分 方程 的 理论 。 他 们 的 理由 如 下 : 设 生 和 为 是 特征 
方程 的 两 个 根 ; 和 和 这些 特 征 根 对 应 的 解 和 e** 在 空间 F 瑟 成 一 
个 二 维 平面 cre 十 oe (图 175)， 假定 蓉 罗 趋 向 方式 改 
变 方程 , 出 当 妨 一 和 时 ， ce: 趋向 < 同时 平面 退化 为 直线 ， 现 
在 而 现 的 问题 是 当 4, ~ 时 平面 是 否 有 极限 位 置 。 如 果 为 半角 ， 
我 们 可 以 选择 o，ei 一 eit 为 基 而 不 选择 es ，er 为 基 ; 然而 


el 一 人 Fy 【22 -一 A rerr, 


四 此 , 当 思 一生 时, 由 < 和 ee 一 < 张 成 的 平面 ,或 与 此 等 价 
的 由 ex 和 《ee 一 ea 一 40) 张 成 的 平面 不 向 由 ec 和 ret 
张 成 的 极限 平面 ， 因 此 预期 极限 方程 (共有 重 根 2 一 4) 的 解 应 
位 于 极限 平面 {ere 十 cyte™'} 上 那 是 很 自然 的 ,此 处 cie 下 二 care 于 
荐 大 来 微分 方程 解 的 事实 可 以 用 直接 代 入 法 验证 ; 在 重 根 时 解 
te 克之 2) 的 出 现 可 用 同样 的 推理 进行 解释 . 

以 上 的 议论 容易 用 完全 产 格 的 方法 作出 《例如 借助 于 解 对 参 
数 的 可 和 人 繁 依 赖 性 定理 )。 


图 175 在 空间 F 中 由 "和 汉 ! 张 成 的 里 面 的 棋 限 位 置 


26.5 ” 非 齐 次 方程 


给 定 一 线性 算 子 4: 工 :一 工 ， 所 请 具有 右 端 项 的 非 齐 次 方 
程 
zx 
的 解 拆 的 是 元 素 je 工 : 的 原 像 xe 工 (图 176)。 非 齐 次 方程 的 每 
一 个 解 是 特 解 #& 和 齐 次 方程 4x 一 0 的 通 解 的 和 : 


A Ker 4, 
非 齐 次 方程 是 可 解 的 当 生 仅 当 了 属于 线性 空间 
Im A ACLOCL,., 
特 罚 ,考虑 微分 方程 
Et {3 
《党 系数 = 阶 非 齐 次 线性 方程 ). 
定理 车 方程 (3) 的 右 光 项 () 是 扑 多 要 起 的 和 ， 则 方 符 () 
的 年 一 个 各 间 是 报 多 取 六 的 和 


Nerd A 


图 176 和 挥 子 4 的 核 和 愉 


OQ" 一 {erpent?)} 
是 次 数 小 于 mm 且 指 数 为 4 的 所 有 氢 多 项 式 的 空间 .。 线性 算 子 呈 
《把 每 一 个 函数 变 为 它 的 导数 ) 把 Q" 变 为 自身 ,因此 算 子 
= oD DT aD li 十 一 人 

世 是 把 &"* 变 为 自身 的 线 福 咎 子 。 现 在 我 们 可 以 把 方程 (3) 写 为 
形式 4Ax 一 记 同时 为 了 研究 (3) 的 可 解 性 ,我 们 必须 时 找 陕 射 4 的 
像 Im 4 一 A4(Q"). 

引 理 1 流 2 不 是 特征 方程 的 根 ,所 以 (2) 关 0， 则 
是 同 构 忠和 

证 明 算 子 DD:Q” ->Q" 的 矩阵 在 合适 的 基 下 是 以 工 在 主 对 
角 线 上 的 若 当 块 , 在 同一 组 基 下 ,; 算 子 4 有 以 a(4) 在 主 对 角 线 上 
的 三 角 和 矩阵， 关于 

det 4 一 [afl)]” 关 0， 
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推论 I 候 定 1 看 县 假定 方 程 (3) 有 一 人 


证 明 这 是 引 理 1 的 直接 结果 .， E 
引 理 2 假定 4 是 重 数 为 s 的 特征 方程 的 根 ,所 以 


az] 一 (z 一 4) C2) ， wh) 0, 


一 Qr-。 
证 明 荡 处 
4 一 af2D) 一 (D 一 15E)0CD7， 

由 于 引 理 1, 这 里 &D): Q” 一 Q” 是 一 同 构 上 映射 。 还 需 证 明 

(一 2E)rGQ" 一 QQ 

但 是 算 子 DD 一 48 的 些 阵 在 基 
eC— 0 
‘1 


下 是 一 兰 零 若 当 块 , 即 忆 一 1 作用 在 基 上 像 一 个 移动 ; 
0 

因 阔 算 子 《D 一 4E)* 的 作用 像 » 次 物 动 ， 因 而 Q* 映射 到 和 Q= 一 

上 ， [0D 


入 数 为 7 的 拟 多 贡 式 ve Qt 作为 它 的 解 ， 

和 证明 我 们 只 需 在 引 理 2 中 令 天 一 下 十 tb。 0 

定理 的 证 明 设立 是 所 有 可 能 的 拟 多 项 式 和 的 集合 ， 则 于 是 
空间 F 的 无 限 维 子 空间 ， 由 推论 2, 算 子 

A—a(D): 2 

的 像 4t3;) 包含 所 有 的 拟 多 项 式 , 因 此 4(3;) 和 闷 重 合 而 且 是 一 
线性 空间 ,所 以 方程 (3) 有 一 拟 多 项 式 的 和 的 特 解 . 还 需 加 上 章 次 
方程 的 通 解 , 而 按照 $ 25.4, 它 本 身 是 氛 多 项 式 的 和 . 0D 
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注 1 如 果 1 一 ep<tD， 册 方程 (37 有 形式 为 
Pp Pelgertt) 

的 等 解 . 事实 上 ,在 在 一 个 次 数 小 于 天 十 的 氮 多 项 式 的 特 解 ;但 
类 次 数 小 于 » 的 项 满足 齐 次 方程 ( 见 经 5.4): 因 帮 可 以 去 掉 。 

注 2 概 定 方程 (3) 是 实 的 。 如 果 4 是 实 的 , 则 我 们 可 以 寻求 
实 拟 多 项 式 形式 的 解 ;如 果 4 一 a 十 iw 则 解 的 形式 为 

er | pir) coswot 十 qr) sn wr]. 

此 处 解 可 以 包含 正弦 缘 数 ,即使 在 (3) 的 右 端 只 包含 余弦 时 也 是 如 
此 . 

问题 1 求 下 烈 方程 每 一 个 特 解 的 形状 ; 

妇 】 二 士 * 一 扫 3 

by +t e's 

C7 土生 xX 一 中 一 3; 

8)】 如 士 如 一 中 DNS 

让 下 cos fs 

fy ir ee Fe! sints 


x) rir 中 4 一 Fe cos 


26.6 ”复数 振幅 方法 


在 复 根 时 ,进行 以 下 的 计算 通常 是 比较 简单 的 ， 设 方程 (3) 是 
实 的 , f(r) 表示 复 范 数 的 实 部 
1 = Re FO). 
设 全 (7) 是 方程 
sDIBPO) ~ FE) 
的 复 解 , 则 取 其 实 部 ,我 们 看 出 
of 六 jg 人 人 = ff), 


本 


例 1 设 


HAA ~ coswot = Re ei 
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拟 多 项 式 FQ 一 e* 次 数 为 零 , 所 以 我 们 可 以 寻求 形式 汐 Cie 
的 解 旬 ,此 处 C 是 复 常 数 ( 称 为 复数 振幅 )，» 是 根 iw 的 重 数 。 因 
此 
PO = Re Core 

如 果 CC 一 fre”, 则 gO 一 rf?eos (wi 十 9)， 于 是 复数 据 幅 C 包含 
实 解 的 振幅 > 和 根 位 8 两 方面 的 信息 . 

全 2 考虑 在 外 周期 力作 用 下 单 摆 (或 者 是 男 一 种 振动 线性 
系统 ,例如 在 弹 策 上 的 重 色 或 拓 荡 电 退 路 ) 的 人 性能: 

着 十 ox = ff eos pt = Re e™ 
“图 177)， 如 果 澡 关 w” 则 特征 方程 汪 十 w? 一 0 有 根 和 = 圭 1i0 
我 们 必须 寻找 形式 为 对 一 Cer 的 特 解 。 把 囊 代 入 微分 方程 , 我 
们 得 到 量 
C 一 一 二 一 ， (4) 


它 可 以 写 为 三 角形 式 
C = {pe C5) 
按照 (4)， 振幅 ”> 和 相位 8 有 如 图 178 指出 的 值 ". 参 的 实 部 等 于 
rf cos (vf 十 98)， 因此 非 齐 次 方程 的 通 解 形式 为 
t= recostyi 十 日 十 Ccos (wr 十 由) 


维 5555 BO 
. LH a 
图 177 在 外 力 蕊 门 一 es 好 作用 下 的 振动 基线 


已 当 yv 之 中叶 ;从 下 面 的 出 3 知道 移 洋 6 二 一 《要 比 选 十 x 好 ) 是 恰当 的 。 
二 号 二 


ur = 由 
| 


te YY tp ¥ 
涛 173 无 岸 控 单 摆 的 强 追 振动 的 振幅 利 
相位 看 作 让 力 闫 率 的 函数 


此 处 C 和 人 9 是 任意 常数 ， 
于 是 在 外 力作 用 玉音 摆 的 振动 由 具有 外 力 频 率 的 强迫 气动 


reos (vt 十 9) 和 具有 团 有 频率 中 的 “自由 振动 "所 组 成 ， 强 迪 振 动 
的 振幅 * 和 外 力 的 频率 相互 依 籁 性 引起 特有 的 共 据 形式 : 外 力 的 
频率 愈 接近 固有 频率 外力“ 震动 "系统 愈 强烈 ， 当 外 力 的 频率 
和 振动 系统 的 固有 频率 重合 时 观察 到 的 这 种 共振 现象 ， 在 应 用 上 
十 分 重要 .例如 ,在 各 类 包含 工程 结构 的 计算 中 ,必须 注意 结构 的 
而 有 频率 不 能 接近 此 结构 将 经 受到 的 外 力 的 频率 ， 和 否则 即使 一 个 


小 的 力作 用 在 长 的 时 间 间 陷 上 ， 将 震动 结构 ， 并 县 使 结 梅 齐 到 破 


玫 179 两 个 有 相近 频率 的 浅 谈 的 和 t 拍 3 及 它 在 共振 时 的 极限 C* 押 动 " 

当 » 通过 共振 频率 wm 时 强 扎 振动 的 相位 8 经 历 一 个 胱 畴 一 x 
当 >” 接近 吧 时 ,就 观察 到 拍 “《( 图 179), 也 就 是 单反 的 振幅 交替 地 
增 大 《 琵 时 单 摆 的 相位 和 外 态 的 头 关 是 外 力 盛 支 单 摆 把 能 量 传送 
于 单 提 } 和 减少 (此 时 相位 间 的 关系 是 使 外 力 把 单 择 “ 锁 住 ” 的 方式 
变化 ); 颇 率 » 和 必 愈 接近 ,相位 闻 的 变化 愈 慢 , 挡 的 局 期 愈 大 ; 当 
> 闻名 时 把 的 周期 趋向 无 穷 。 在 共振 时 (> 一 w) 相位 闻 关 系 是 常 
数 且 强迫 振动 可 以 无 限 地 增长 ， 事 实 上 ;对 vy 二 wm; 按照 一 般 法 则 


- 1100) * 


我 们 寻找 形式 为 

了 一 RefCreee) (6) 
的 将 解 。 抬 上 式 代 人 微分 方程 66) 后 ,我 们 得 到 C 一 1/2iw, 油 此 

x mm 二 sin 人 
所 以 强迫 握 动 无 限 地 增长 (图 179)， 
例 3 考虑 具有 摩 控 的 单 把: 
对 十 开 直 十 oo 一 成全 

对 应 的 特征 方程 

二 及 十 ww 一 0 
有 根 

是 


1 一 一 5 二 这 ，, TT? 


QO /一 < (图 180). 


假定 摩擦 系数 克 为 正 且 很 小 (忠生 4w'); 并 设 外 力 是 振动 的 : 


jl = cosyt = Re et, 


| | 
区 
人 Vv ww vy 


图 180 有 摩 搂 单 捍 移 方 图 181 有 摩擦 单 控 的 强迫 振动 的 拓 师 和 相位 
程 的 牧 征 值 腹 作 外 力 频率 的 函数 


零 的 实 部 )。 因 此 我 们 应 该 寻找 形式 为 
== Rete'™ C7) 
的 解 。 把 (7) 代 入 微分 方程 后 得 到 


1 
“一 oy kp (8) 
假设 我 们 把 上 写作 三 角形 式 (5), 则 按照 (7) 作 为 外 力 闫 率 » 的 函 
数 的 强迫 振 动 的 振幅 > 和 相位 6 的 图 形 有 如 图 181 所 示 的 形状 . 
把 齐 次 方程 的 通 解 Cie ™ cos (1 十 901) 加 到 特 解 上 ， 我 们 得 
到 非 齐 次 方程 的 通 解 
r= rcos(pt 十 日 ) 十 Ce eos tt 0), 


右 过 第 二 项 当 * 一 十 co 时 趋向 于 0, 只 留 下 强迫 振动 
r= eostvt 8), 


把 无 麻 擦 单 控 ( 图 178) 的 性 能 和 摩擦 系数 为 正和 的 单 控 ( 图 181) 
的 性 能 比较 后 ， 我 们 发 现 小 摩擦 在 共振 时 的 效果 是 使 共振 时 振动 
有 限 值 事实 上 。 类 示 稳 态 振动 的 振 杠 和 外 力 闫 率 咎 依 关系 的 函 
数 r(y) 在 vz 一 % 附 近 有 尖锐 的 确定 的 极 大 值 ( 图 181), 并 且 从 (8) 
显然 相知 这 个 极 大 值 的 高 度 当 不 减 小 时 和 1/o 一 样 地 增加 . 

从 物理 观点 上 ,通过 简单 地 计算 能 量 平 衡 后 ,容易 预测 稳 态 强 
扎 振 动 的 振 柱 是 有 限 的 ， 在 大 振 己 时 , 由 于 摩擦 引起 的 能 量 损失 
大 于 外 力 传 送 给 单 摆 的 能 量 ， 因 此 直到 摩 撩 引起 的 能 量 损失 等 于 
外 力 所 作 的 功 这 一 状态 建立 前 ,振幅 将 要 减少 ， 当 不- 0 时 , 稳 态 
振 卉 的 插 幅 大 小 反比 于 麻 扩 系数 下 而 增加 。 相位 移动 6 党 为 负 ， 
即 强迫 党 动 常 洪 后 于 外 为 . 

问题 证 明 有 端 项 等 于 向 量 系数 拟 多 项 式 的 和 

ff = Dn Crt 

的 常 系数 非 齐 次 次 线 方程 组 的 每 一 个 解 也 是 向 县 系数 报 多 项 式 的 和 。 

问题 2 证 明 右 映 项 等 于 报 多 项 式 的 和 的 非 齐 次 线性 循 永 关 系 

En OO 十 + 寺 Ws) 一 基本) 

的 每 一 解 也 是 投 多 项 式 的 和 。 求 出 序列 0 2, 7，I8，41y 88，,，。 的 通 项 公 
式 (zs = 2xe_, 4 #2), 
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26.7 在 强 非 线性 振动 计算 上 的 应 用 


在 研究 一 个 方程 的 解 依 赖 于 参数 时 ， 我 们 必须 解 非 齐 次 线性 
方程 : 即 变 分 方程 〈 见 $9.5)。 特别 .如 果 未 扰动 ”方程 组 是 线性 
的 ， 间 题 经 党 化 为 求 右 端 项 为 指数 沙 数 (或 是 三 角 通 数 ) 交 和 或 所 
多 项 式 的 和 的 线性 方程 的 解 . 

问题 1 求 由 方程 #* = 一 sinx 所 撕 述 的 单 摆 的 振动 户 期 和 振幅 4 间 的 
依 粮 关系 假定 4 很 小 . 

管 了 = 2x[1 + 人 /16 十 Gd)]， 例 如 :如果 角度 的 偏 移 是 30 ;出 
周期 超过 小 振动 周期 百 分 之 二 。 

解 ” 芳 马 初 给 条 件 为 (0) 一 ds (0》== 0 的 单 摆 方 程 的 解 , 此 解 是 4 
的 栈 数 。 电解 对 初始 条 件 的 可 逢 依赖 竹 定 理 知 此 函 玫 是 光 消 的 ， 在 4 一 
附近 把 此 泡 数 展 为 泰 着 级 数 ,我 们 得 到 

= A + A EA) + CA), 
所 以 
= A A 二 OA) 
是 一 A A 十 OFLA) 
sinx = Ax, + Aiw + 4 (= 一 二 村 十 Ol. 


对 每 一 个 4 方程 刀 一 一 sin# 成 立 : 因 此 “smasx 请 下 方程 


Er Ry Fr fy Ry 一 二 十 二 已 【97 


对 每 一 个 4， 初始 条 件 x(0) = 4 (0) 一 0 也 成 立 * 因 此 方程 (9》 满足 下 齐 
的 者 始 条 件 : 

#0 =1, tO tO0) RD (0) = 0 (10) 
解 出 满足 条 忻 (10) 的 方程 (9) 的 前 面 两 个 方程 后 ,我 们 得 到 

A ef # = 0, 
所 以 鸭 满足 方程 
让! 十; 一 二 sos t= {11) 
用 息 数 振 辐 法 解 (11)> 我 们 得 到 
x 一 frose tos $4) + Pisin +, 
此 处 a 一 1/192, B= 1/16, 
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因此 单 摆 振 动 的 非 线 福 萄 菏 【 细 xz 关 *) 归结 为 "附加 项 x3 二 以 二) 
的 存在 : 
= 0st da est 一 cos 3 十 有 sp 个 十 四 人 
振动 周期 了 了 刚好 在 所 全 取 它 的 极 大 信和 的 点 上 ; 同时 对 小 的 4, TT 和 2x 很 按 
这。 为 了 得 到 这 一 点 ,我 们 利用 条 件 #7) 一 0: 
A{— snT +t dB — sioT + Sasin3T 
+ ATcosT] + 0(4')} =— 0 (12) 
为 了 对 小 的 4 近似 地 解 (12), 令 了 一 2r + #, 这 就 给 出 关于 # 的 方程 
sinn = A [2n8 4 Dn}] + OA 
由 于 隐 函 数 定理 。 
wy = 2rpda + OFA'Y, 
即 
了 一 2z [: 二 专 二 “(4)|, 
旺 钼 因为 A) 是 偶 的 ,所 以 有 oC) = 0C4)。 
问题 2 对 于 方程 
二 wir 十 aoct 于 bry = 0 
斌 究 振 动 周 期 7 和 振幅 4 之 间 的 关系 . 


2 Sm _ 36 
答 + 可 十 Ts Bs )4 + 4)|. 


问题 3 从 周期 的 直接 公式 (更 $12.7) 扒 出 后 祥 的 结论 , 


$27 非 月 治 线性 方程 


续 攻 方程 理论 中 与 移动 不 变性 无 头 的 那 部 分 理论 ， 可 以 容易 
地 搬 到 变 系数 的 线性 方程 各 线性 方程 组 中 ， 


TI 这 里 回忆 一 下 , 六 部 育 制 的 水 栖 ( 风 9.5 的 注资 ) 是 很 夺 益 的 ， 由 于 在 各 的 盆 
式 中 "长 期 项 ”rainr 的 存 谋 ; 我 们 不 能 对 + * co 时 单 摆 的 性 态 作 出 任何 结论 ， 
我 们 的 近似 他 只 对 有 限时 池 间 凯 有 激 ， 灶 于 大 的 1 项 0CA1) 次 为 很 大。 单 摆 
括 动 方程 的 解 实际 上 对 所 有 的 上 仍 堆 是 有 界 的 (被 4 所 界 )， 因 为 根据 能 基 守 人 恒 
定律 这 是 很 明显 的 ，。 
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27.1 定 习 
所 滑 蛮 系数 "( 章 次 ) 线 性 浪 程 指 的 是 形式 为 
误 一 巡 (t)E TER AD:R"—R* 《1 
的 方程 ,此 处 + 属于 实 轴 的 一 个 开 区 闻 7 也 可 能 是 全 部 实 轴 )。 
几何 上 ,方程 ( 蕊 的 解 在 扩张 相 空 间 的 带 形 工 X R" 上 (图 182》 
用 积分 曲线 表示 .通常 ,我 们 假定 淆 数 4(o) 是 光 渭 的 .” 
例 1 研究 单 探 方 程 # 一 一 cr。 频率 o 由 单 控 的 长 度 决 定 ， 
可 变 长 度 的 单 探 振 动用 类 似 的 方程 
到 到 — or) 
描述 。 此 方程 可 写 为 形式 (1); 
他” 4—( 0 上 小 
nr wot 0 
秋千 《图 183) 是 一 个 可 变 长 度 的 单 摆 的 例子 . 事实 上 , 在 秋千 上 
和 的 女 花 通过 她 的 重心 位 置 的 改变 ,可 以 周期 地 改变 参数 秆 mw. 


27.2 解 的 存在 性 
方程 (1 的 解 中 有 一 个 显然 是 零 解 。 对 于 任意 亡 始 杂 件 《nm 


PR" 和 HH 
会 


PP 


/ 


图 152 工 妊 方程 的 积分 昌林 图 183 秋千 


12 此 处 我 们 假定 系 玛 是 实 的 > 复数 的 捕 有 形 完全 类 似 。 
2) 实际 上 假定 4A(AD 是 连续 的 就 二 了 (WW $32.6)， 
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xo) EI X 有 人" 在 点 的 某 一 邻 城中 有 定义 的 解 的 存在 性 由 第 二 章 
的 一 般 理论 推出 . 对 于 一 个 非 线性 方程 把 解 延 拔 到 全 区 间 工 上 有 
时 是 不 可 能 的 (页 184); 然而 :线性 方程 有 特殊 的 性 能 : 它们 的 解 
中 投 有 一 个 会 在 有 限时 间 间 和 隔 内 变 为 无 限 . 


图 184 方程 # = ** 的 不 能 延 拓 的 解 
定理 方程 (1) 的 每 一 个 解 可 以 延 拓 到 整个 区 闻 了 上 . 


证 明 的 思想 是 : 对 于 线 狂 方程 育 | < Clx|, 因此 解 不 能 比 
< 增长 得 更 快 . 
为 了 给 出 严格 的 证 明 , 比如 说 , 我 们 进行 以 下 的 过 程 。 首先 注意 , 如 果 
[4,51 是 ! 上 的 紧 臻 区间, 则 算 子 4(7) 的 范 数 5 在 [s, 5] 上 有 敌 ， 
[Al<e -= Ca, bY 


图 185 在 区 向 [os 如 上 解 增长 的 党 验 佑 证 图 185 直到 一 占 解 的 延 拓 
证 明 对 于 零 解 这 个 估计 是 显 热 成 立 ， 如 果 ef(#) 天 0， 则 由 唯一 性 定理 
知 P(T7 冯 0。 设 坟 (7T) 一 PC)|, 则 机 数 r= nr 在 站 雪 Y 乓 : 时 有 定义 ， 


1) 我 们 仿 定 在 R" 上 已 饮 定 某 种 欧 岂 里 得 度量 。 
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且 因 为 2)s 有 有 

了 一 > < 2C, 
因此 

Ls) LN) + 2 — 4), 
由 还 推出 《3 0D 
定理 的 证 明 设 | 三 上 = 了 > 0, 同时 考虑 扩张 相 空间 中 的 暴 致 集 
Fer {i FB, | 王 ] 2BeiGt <) 

(图 185)。 由 延 拓 定理 ， 具有 初 将 案件 wa = 到 的 解 可 以 一 直 延 拓 到 柱 体 
的 边界 上 ; F 的 边界 由 两 个 底面 (一 5 了 = 信和 便 面 {| 天 | = 2B8e53"0) 
组 成 ， 因 为 由 引 理 知 

tt Bects me, 
所 以 解 不 能 通过 FF 的 全 面 离 开 。 因 此 解 可 以 向 右 延 拓 直 到 z 一 类似 地 
能 证 明 解 可 向 左 延 拓 直 到 : 一 a。 因为 <。 和 点 是 任意 的 ;于 是 完成 了 证 明 . 


27.3 方程 (1) 的 解 空间 


设防 是 定义 在 整个 区 间 上 的 方程 (1) 的 所 有 解 的 集合 。 因 
为 解 正好 是 值 在 线性 空间 R* 上 的 有 映射: 1 一 RR*, 它们 可 以 相 加 
和 上 用 数 相 冬 
{ep 十 exp CF) cp) + cp). 
定 更 1 宕 义 在 区 间 7 上 的 方 称 (1) 的 所 有 角 的 集合 x 是 一 
个 线 侍 字 闻 ， 
证 机 显然 ;因为 


1 唱 bd 
Ge Ceip 十 cp2) = Cp + co 


一 的 + Ap A + cps), 0 
定理 2 级 性 方程 解 的 线 届 空间 X 和 方程 的 相 空 闻 RR" 同 攀 。 
证 明 设 : TI。 同时 考虑 和 每 一 个 解 在 时 间 * 的 值 有 关 的 映 

射 
BX R", Bp = yt). 
因为 解 的 和 的 信 等 于 它们 的 值 的 和 ,所 以 了 映射 8, 基线 性 的 ， 因 为 
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由 存在 性 定理 知 , 对 每 一 个 ww_& R* 存在 一 个 和 初始 条 件 gp(i0) 一 
xo 有 关 的 解 ;因此 ， 8B, 的 像 是 整个 相 空 间 R"; 桶 后 :因为 由 唯一 
性 定理 知 , 上 共有 初始 条 件 pt10) 一 0 的 解 应 该 便 等 于 零 , 所 以 B; 的 
核 等 于 {0}. 0 
基本 结果 . 申 二 

定义 ”所谓 方 程 (1) 的 基本 解 组 , 指 的 是 线性 解 空间 的 任何 
基 . 

问题 1 采 出 具有 


D 1 
“一 (_ 1 0) 
的 方程 (1 的 基本 解 组 . 
定理 2 有 若干 直接 结果 ; 
推论 1 每 = 个 方程 (1) 有 ”个 逢 9p， 9， … 9 的 基本 好 


推论 2 方 各 (1) 的 每 一 个 解 虹 村 本 解 组 的 性 各 人 
推论 3 方程 (1) 的 任 全 = 十 了 个 解 时 比 必 地基 的 - 
推论 4 《fm 10) 推进 映射 

多 一 也 有 及 一 及 


是 线性 同 构 时 射 (图 1877. 


图 i7 ”把 煞 性 方程 的 解 以 乌 推 进 到 上 而 
产生 的 相 空 间 的 线性 变换 . 
27.4 朗 斯 基 行 列 式 


设 aes 是 相 空间 R" 中 的 基 ， 基 的 选择 在 R* 上 决定 了 
198 = 


一 个 单位 体 和 方向 。， 因 此 在 相 空 间 中 对 每 一 个 平行 六 面体 指定 了 
一 个 确定 的 体积 . 
定 尽 ”所谓 向 量 洒 数组 
PiCOIT 一 下 "天 1 
的 朗 斯 基 CWronskian) (行列 式 ) 指 的 是 一 个 数值 函数 W; 1 -> 有 R， 
它 在 * 的 值 等 于 向 是 和 CD;…+， gal 6 R" 张 成 的 平行 六 面体 的 
《有 只 的 ) 体 积 。 黄 此 
PIC + "Patt) | 
WO = : 多 
piak 人 pase)| 
此 处 
PA = 了 te 十 十 Piel)e,. 
特别 , 设 gh 是 方程 (1) 的 解 ; 在 上 面 构成 的 同 攀 耿 射 B, 下 , 它 
们 的 像 是 相 空间 中 的 向 量 pk(o E R*。 这 些 向 量 是 线性 相关 的 当 
且 仅 当 在 点 + 的 朗 斯 基 为 堆 。 这 蕴含 着 


推论 6 项 方 虱 (0) 的 解 组 的 朗 斯 茜 在 一点 为 零 , 则 对 所 有 的 
+ 恒 为 罕 . 
问题 1 线性 无关 的 向 量 画 数 组 pi 的 朗 斯 基 能 人 司 为 零 吗 ? 
问题 3 证 明基 本 解 组 的 朗 斯 基 是 和 (#s5) 推 进 映 射 的 行列 式 成 正比 : 
WER) = det (gi I WE ), 
提示 风 $27.6， 


27.5 rR 阶 单个 方程 的 情形 
考虑 具有 系数 ex 一 axt#) ,+ ET 的 # 阶 齐 次 线性 方程 
#0 (4) 
一 般 地 ,这 系数 是 可 变 的 ， 
在 应 用 中 是 如 此 径 常 地 遇 到 某 些 变 系 数 的 二 阶 微分 方程 ， 以 
至 它们 有 专门 的 名 宝 ; 对 它们 的 解 已 进行 了 研究 ,并 造 出 了 详细 程 
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度 不 亚 于 正 驴 和 余 怠 男 数 的 表格 ”， 
例 1 贝 塞 尔 方程 


例 3 高 斯 粗 几 何方 程 
芋 十 tot 了 十 my = 
例子 号 于 CMatlieu ) 方程 
+ (Cat bc) 0, 
我 们 可 以 把 方程 (4) 写成 有 ”= 个 一 阶 方程 的 方程 组 ,然后 应 用 
前 面 的 方 靶 来 研究 ;然而 ,我 们 宁可 直接 地 研究 方程 《47 的 解 空间 
XX。 空间 XX 是 函数 p: 了 一 及 的 线性 空间 , 它 自然 地 和 等 价 的 = 个 
方程 组 的 解 空 间 同 构 ， 为 了 详细 说 明 同 构 映 射 ， 我 们 对 每 一 个 ? 
指定 由 争 的 导数 组 成 的 向 量 函 数 
| 
与 之 对 凡 ， 
推论 7 方 各 (4) 的 外 室 辣 XX 入 各 (4) 的 相 宅 六 间 构 . 此 
总 数组 应 的 向 是 Co 9 pO. "3 go) 与 之 对 应 . 
定义 所 谓 方程 (1) 的 基本 解 组 指 的 是 解 空间 X 的 任何 基 . 
问题 1 当 系数 瓜 为 常数 时 ， 求 方程 (4) 的 基本 解 给 ; 例如 * 求 站 十 “一 0 
的 基本 解 组 。 
答 {ee 0sr<us 此 处 和 是 特征 方程 的 重 根 。 在 复 根 双 一 < 十 i 
有 时, 我们 必须 把 后 变 为 (ems or eeisinot: 转 别 : 对 证 44 = 0 我 们 有 
cos tt ainwt 车 2= wi>0, 
Cash ot, sinh ef 
或 arf, 首 一 上 
1,+ 若 一 0。 
定义 ”所 请 数值 函数 组 
PAD: TTR, 大 一 于- 


者 。-。 一 必修 3 


n 例如 风 E. Jahnke and F, Emde, Tables of Higher Functions, Sixth edition, 
revised by F. L8sch McGraw-Hill, New York C1960). 
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的 朗 斯 基 指 的 是 数值 函数 矿 :7 一 民 , 它 在 点 : 的 值 等 于 


Pe) pelt) 
WD = Pe) pz 
ee “+ pens) 
换 各 和 话说, 种 刚好 是 向 量 轴 数组 p09) :7 一 RR" 的 朗 斯 基 , 此 问 量 
基数 组 由 qx 按 通 常 的 方法 


PACE) = CEE) Pr PR 1 
获得 . 

关于 方程 (1》 的 向 置 解 组 的 朗 斯 基 记 说 的 一 切 都 可 以 毫 无 改 
变 地 报到 方程 44) 的 解 的 衣 斯 基 中 - 特别 ,我 们 用 
零 . 

问题 2 忆 定 两 个 函数 的 高 斯 基 在 点 克 为 办 ,能 怠 推 得 衣 斯 基 恺 为 零 码 ? 

推论 9 荐 方 春 (4) 的 角 组 的 朗 斯 划 丰 一 点 为 办 , 则 秀吉 是 线 
性 相关 的 . 

问题 3” 慨 定 除 个 通 数 的 衣 斯 基 恒 为 等 ,能够 推出 这 两 个 函数 线性 相关 
吗 ? 

推论 19 方程 (+) 的 逢 纺 9，-…， 9。 是 基 本 的 当 且 仅 当 
的 最 斯 基 革 基本 不 为 替 ， 

例 4 考 碟 函数 组 en el 这 些 函 数组 组 成 形式 为 《4) 
的 线性 方程 ( 哪 一 个 ? ) 的 基本 解 组 ， 因此 它们 是 钱 性 无 关 的 , 所 
以 他 们 移 朗 斯 基 不 为 零 ; 而 这 个 行列 式 等 于 


el 时 时 业 eit 
六 和 和 二 上 
做 一 ME" pe 

2 ent 和 和 
1 时 本 各 1 
we pC de) 4 
一 人 。。 1 一 二 

A 1 
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推论 11 若 妈 县 不 同 的 , 则 菠 德 莹 入 《Vandermonde) 行 到 式 


1] 1 
A 和 Ns 
"1 四 


不 为 办， 
俩 5 音 捍 方程 主 寸 wx = 0 有 cosworz， sin wt 作为 基本 解 组 ; 
朗 斯 基 


COS tof Hn ra 
HW 、 mm (1 
no mecosror 


是 常数 .这 是 毫 不 青 怪 的 ,因为 单 摆 方 程 的 相 流 保持 面积 不 变 ( 见 
§ 16.4). 


27.6 刘 维 尔 定理 


现在 我 们 考察 一 般 情况 时 ,在 时 间 从 4 到 # 期 间 的 变换 pi 的 
作用 下 > 相 空间 中 的 图 形 的 体积 是 竺 样 变化 的 ， 


的 迹 的 答 分 5 程 
WaW, alt) = Tr A(). C5) 
从 我 们 即将 证 明 的 定理 可 得 


WO) = exp 化 a(r)ar| Wz,), 


det gt 一 exp 由 lr)ar|. (6) 
事实 上 ;我们 可 以 容易 地 求解 方程 (5), 得 到 


dd, lnW— In W, 一 | alr)ar. 
Ww 和 


顺便 所 一句 ;公式 (6) 再 次 证 明 解 组 的 前 斯 基 不 是 恒 为 零 就 是 全 不 
为 零 ， 
问题 1 求 出 在 方程 组 
1 一 ZTE 一 yy 
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部: 一 
的 祖 流 在 时 间 : 期 间 的 变换 作用 下 ,单位 立方 体 0 志 x*; 二 1, 1 二 1， 2,3, 的 象 
的 体积 , 
刘 维尔 定理 的 证 明 思 想 如 下 : ”如 果 系 数 是 常数 ， 定理 化 为 
$ 16.4 中 已 证 明 的 刘 维 尔 公 式 。 “冻结 ”系数 4( 六 ,也 就 是 说 :使 安 
们 等 于 它们 在 某 一 固定 咀 时 r 的 值 ,我 们 可 以 确信 方程 (5) 对 任 沉 
的 ?保持 有 效 ， 


图 188 在 由 基本 解 生 成 的 平行 六 面体 尽 r 上 相 流 的 作用 。 
刘 弘 尔 定理 的 证 明 设 
grfa, Rr— Rr 
是 fryr 十 入) 推进 映射 (图 188), 其 中 么 很 小 ， 祖 空间 的 线性 变换 把 方程 (1) 
的 任意 解 站 在 时 间 * 的 值 变 为 在 时 间 * + 入 的 值 。 按照 《17 有 
PT 十 全 一 pr) 十 Le 十 以 全 )3 
但 
gt EiAAT)+ HAY 
因此 ;按照 $16.3: 在 亦 换 中 + 下 体积 扩大 系数 等 十 
dct gftt 一 了 十 和 aa of )s 
此 处 一 Tr4。 但 是 丈 ( 是 我 们 的 解 组 在 时 间 < 的 值 生成 的 平行 六 面体 
亲 , 的 体积 , 变换 ett* 把 这 些 值 变 为 同一 解 组 在 时 间 * + A 的 信 ， 直 新 的 人 
生成 的 平行 六 面体 Drra 有 体积 WCT + 癸 )。 因 此 
WIT 十 A) det (te)EAT)Y 四 [上 1 十 Mra + oa] Tr), 
此 式 蕴 活 (5)， 0D 
从 刘 维 尔 定理 得 出 方程 (4) 的 解 组 的 朗 斯 基 等 于 


WE) = exp {[-— |. cc)dr| WH (0)s 
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此 处 负 号 的 出现 由 于 把 (4) 写作 方程 组 CD) 的 形式 时 我们 必须 把 
az” 移 到 右 端 .新 产生 的 方程 组 的 第 阵 是 

0 1 
,1 3 
名 有 一 wa 作为 主 对 角 线 上 的 唯一 非 零 元素， 

例 1 在 秋千 的 情况 下 , 有 方程 

宇 十 一 0 (7) 
平衡 位 置 + 一 4 一 0 对 任何 选择 的 (1) 不 是 渐 近 稳 定 的 。 事实 
上 ,在 初始 条 件 的 平面 R 上 考虑 任何 基 $, 当 (图 189).。 稳定 性 这 
味 着 git 0, gm 0; 此 时 关于 对 应 的 基本 组 有 到 (的 -> 0, 和 但 
是 (7) 等 价 于 具有 有 第 阵 


4 


本 - js, 


因为 Tr 4 一 上 ,从 此 得 出 歼 ( 一 consty 这 和 了 一 0 第 盾 。 


的 方程 组 


图 189 计 近 稳定 的 总 性 系 病 的 相 少 
问题 2 ”考虑 有 摩擦 的 秋千 
Fi a + of) = 0. 
证 朗 :， 如 果 靡 擦 系数 为 鱼 , 即 对 所 有 的 1 af 分 <0, 新近 稳 定 是 不 可 能 的 ;如 
果 闫 擦 系数 为 正 ,平衡 位 置 C0; 0) 总 是 稳定 的 ,对 吗 ? 
204 。 


定义 ”所谓 一 向 量 场 w 在 具有 直角 学 标 # 的 欧 几 里 得 空间 
Rz 的 获 度 指 的 是 函数 
。 1 Dr 
divY = 之 ， Be 
特别 ,对 于 线性 向 时 场 w(e) 一 4x, 基 康 刚 好 时 乍 于 4 的 思 
div AXK = Tr A. 
向 量 的 散 度 决定 了 外 对 应 的 相 洲 作用 而 得 到 的 体积 扩大 的 比值 . 
设 D 蚌 在 方程 五 一 Wx) 《不必 为 线性 ) 的 网 几时 得 相 空 间 中 
的 一 个 区 域 , 设 D(z) 表示 在 祖 流 作用 下 DD 的 像 , 并 且 设 VCO) 表示 
区 域 DC 的 体积 
* 问 题 3 ”证 明 下 耐 强 背 式 的 刘 维 尔 定理 的 送 定理 ; 
一 一 = | div¥ dx 


(图 190)， 

推论 1 若 dive 一 0、 则 和 流 保 持 任 何 区 域 的 体积 . 

这 种 相 流 可 以 想 彰 汶 在 相 空 间 中 一 个 不 可 压缩 的 相 流 体 * 的 
访 动 ， 

推论 2 哈密 由 旋 各 


一 Oi ~ 一 。 
Pe 及 2 Bpe” 上 3 # 
的 相 计 保持 体积. 
证 明 只 天 注意 
, af HH a 
divv = | 
和 > (人 Spd) . ] 


图 190 散 度 为 办 的 向 量 声 的 相 流 保持 面积 
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这 一 惠 实 在 统计 物理 中 起 着 关键 作用 ， 


$28 局 期 系数 的 线性 方程 


局 期 系数 的 线性 方程 的 理论 指出 怎样 给 一 个 秋 干 “打气 
《pump up) ,同时 解释 为 什么 一 个 通常 不 稳定 的 单 探 的 最 高 平衡 位 
胃 变 成 稳定 的 ， 要 是 单 摆 的 悬 吊 点 在 荆 直 方向 实现 足够 快 的 振动 
的 话 . 


23.1 周期 推进 映射 
考虑 右 端 周期 地 依赖 于 时 间 的 微分 方程 
二 一 YE 1 YE Tv XER" (1) 
《图 191), 
例 1 其 有 周期 地 变化 参数 的 单 摆 和 运动 《例如 , 秋 于 的 运动 ) 
是 由 形式 (1) 的 微分 方程 组 
人 wt + T) ~ ols) (2) 


zi = 0), 
来 描述 的 ， 
我 们 将 假定 方程 (1) 的 所 有 的 和解 可 以 无限 地 延 折 ， 这 对 我 们 
特别 感 兴 直 的 线性 方程 肯定 是 正确 的 . 
方程 (1) 的 右 端的 周期 性 导 融 若 于 相应 的 相 洲 的 特性 ， 


图 191 网 期 系数 的 方程 的 扩 坛 和 空间 
,206. 


引 理 ” 当 于 和 握 帮 以 (1 的 可 端的 周期 增加 时 , 相 字 间 交 
《ny 推进 映射 8 及 "一 Rr" 不 变 . 

证 明 我 们 必须 证 明 , 解 p(s) 作 时 间 工 的 移动 (2) 一 wg 性 十 
了 了) 仍然 是 和解 。 而 扩张 相 空 间 沿 时 间 轴 作 时 间 工 的 移动 把 C1) 的 方 
问 场 变 克 宪 自 己 ( 图 191), 因此 (1) 的 积分 曲线 移动 时 间 工 后 仍然 
处 处 和 方向 场 丰 苛 ,所 网 仍 为 积分 曲线 。 由 此 推出 中 

EHtT oo Er, 

特别 , 考虑 由 相 流 在 一 个 局 期 期 间 产生 的 变换 gj 此 “局 期 

推进 映射 ”我 们 用 
mr sb:R*—>R" 

表示 (图 192), 它 在 下 面 的 讨论 中 将 起 重要 作用 ， 

例 2 两 个 方程 组 

全 一 Xs | 交 一 fy 


| — rls ls 


可 以 看 作 具 有 任何 局 期 了 的 周期 系数 方程 ,时 射 4 分 别 蚌 一 旋转 
和 一 双 曲 旋转 . 
引 理 2 变换 g 组 成 一 个 群 


| 晶 晶 最 二 


EL 
并 县 
BIT oo gog 
证 明 由 引 理 1， 
BT 一 gos 
因此 


gO em gf EO = gog e 


令 :一 了 , 我 们 得 到 
gh oe Ag 
由 世 纳 法 知 8 一 4" 
对 应 于 方程 《17 的 解 的 每 一 个 性 质 存在 着 局 期 推进 揣 射 4 的 
类 似 的 性 质 ， 
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和 


1 ir < 
图 192 轴 期 推进 股 野 


定理 
1) 点 xo 是 映射 4 的 不 动 点 《dz 一 xz) 当 且 仅 当 初始 条 作为 
Et0) 一 x 的 解 是 以 7 为 后 期 的 大 期 名- 


当 且 仅 当 映 瑞 4 的 不 动 刘 ee 
意 定 的 )?. 

3) 者 方程 组 (1) 晤 线性 的 , 即 若 v(x,1) 一 YCDx 是 x 鬼 线 儿 
通 数 , 则 了 歇 射 4 是 线性 的 . 

线性 第 3 了 由 

证 明 结论 1) 和 2) 从 条 件 g6” 一 gi4 和 从 在 区 间 [0, 了 ] 的 
解 对 初始 条 人 忻 的 连续 依赖 性 得 出 ;结论 3) 从 线性 方程 组 的 解 的 和 
仍然 是 解 这 个 事实 获得 ;和 面 结论 4) 从 刘 维 尔 公式 得 到 。 L 


28.2 ” 自 定 性 亲 件 


现在 我 们 把 上 面 的 定理 应 用 狮 和 方程 (2) 对 应 的 ， 把 相 平 面 
(zu sz) 变 为 自己 的 映射 4 上 。 因为 方程 组 (2) 是 线性 的 ,并 且 它 的 
右 误 矩阵 的 迹 为 零 ,我 们 有 下 面 的 推论 ， 

推论 映射 4 是 线 任 的 和 保持 面积 的 (det4 一 1; 方程 组 (2 


二 和 相国 和 和 有 恒 自 和 匡 


网 罕 解 姑 区 定 的 党 且 仅 当时 射 4 是 乔 写 的 


1 肤 射 4 的 不 动 点 xs 说 是 在 李 亚 壮 诺 夫 意 久 下 稳定 的 ， 荐 8>0 3 二 > 站 合 得 
jx 一 xi 实时 :对 所 有 的 “一 13 2 都 有 Jsx 一 A 8 若 m-> 00 时， 
ex 一 巡 Xo mb 就 说 是 浙 近 稳定 的 。 
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图 193 ”周期 推进 爱 射 的 特征 性 


问题 1 证 阴平 面 的 转动 是 稳定 有 映 射 ， 而 双 则 转动 是 不 稳定 的 。 
现在 我 们 对 保持 面积 的 。 把 平面 变 为 自己 的 线 狂 映 射 进 行 更 
细致 的 研究 。 
定理 ” 设 4 是 平面 到 自身 的 级 此 保 积 隐 对 (da 4 一 1), 则 当 
[Tr41 < 2 时 , 贞 壬 4 是 稳定 的 ; 当 1T 41 > 2 时 , 际 射 4 是 不 各 
定 的 ， 
证 明 设 罗 和 入 是 4 的 特征 全 ,; 且 满足 具有 实 系 数 
i TrA, Lh dtA— 1 
的 特征 方程 
入 一 2Trd 十 II 一 0 
若 |Tr 41 > 2, 则 特征 方程 的 根 +1, 和 4; 是 实数 ;车 |Tr4i < 2, 则 
4 入 为 鼻 共 红 的 《图 1937》， 在 第 一 种 情形 , 特征 值 中 的 一 个 有 
大 于 1 的 绝对 值 ,而 男 一 个 有 小于 1 的 弧 对 值 ,所 以 4 是 一 个 双 上 曲 
旋转 ,因此 是 不 稳定 的 ;在 第 二 种 情形 ,特征 值 在 单位 图 周 
td Ad = 正二 一 
上 , 因此 上 遇 射 4 等 价 于 转 过 & 的 旋转 (此 处 44 一 c+), 即 对 于 在 
平面 上 适当 选择 的 欧 几 里 得 结构 来 说 4 是 一 个 转动 (为 什么 ?), 因 
此 是 稳定 的 . D 
因此 ,方程 组 (2) 的 零 解 的 稳定 性 的 所 有 问题 就 化 为 计算 矩阵 
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4 的 迹 -” 造 憾 的 是 ,只 在 某 些 特殊 请 形 下 , 才 可 能 把 迹 显 式 地 计 
算出 来 。 但 是 迹 常 可 以 在 区 疗 0 二 1 志 了 上, 用 方程 的 数值 积分 
近似 地 求 出 。 在 w(t:) 几乎 是 常数 的 重要 情形 , 某 些 简单 的 一 般 研 
究 是 有 用 的 ， 


28.3 ” 强 稳 定 系统 


考虑 有 二 维 相 空间 的 线性 方程 组 《12( 即 共有 wo 一 2)。 如 果 
YY 的 散 刘 为 零 , 则 (1) 称 为 哈密 顿 系统 ,如 上 所 述 , 哈 窗 赂 系统 的 相 
流 保 积 : det A = 二 1. 

定义 “线性 险 密 顿 系统 的 零 解 称 为 强 稳定 的 ， 如 果 它 是 稳定 
的 ;而 且 每 一 个 邻近 的 线性 哈密 顿 系 统 的 零 解 也 是 稳定 的 . 

土 面 的 本 个 定理 立刻 将 遂 下 曾 的 推论 . 

证 明 若 |Tr 41 < 2, 则 和 原 系 统 " 充 分 接近 ”的 任何 系统 所 
对 应 的 映射 4 就 有 |Tr4| < 2， 0 

现在 我 们 把 这 个 结果 应 用 到 几乎 为 常 系数 的 系统 中 ， 例如 ， 
考虑 方程 

天 一 一 co[1 Ea lr, el1, (C3) 
于 处 atz 十 2r) 一 a), 辟 如 说 el?) 一 cost( 一 个 具有 小 报 幅 的 ， 
有 周期 为 2x 类 率 在 附近 摆动 的 单 捍 ) 六 ， 每 一 个 系统 (3) 都 可 以 用 
在 参数 ww 和 s&s 的 平面 上 的 点 描述 (图 1947， 显然 具有 |Tr 41 二 2 
的 稳定 系 绕 在 平 泗 (o, 8) 上 组 成 一 个 开 集 ,此 结论 对 |Tr 4| > 2 
的 不 稳定 系统 也 同样 成 立 , 而 "不 稳定 边界 ”是 具有 方程 
[TrAi=2 

的 集合 。 

定理 “加 上 的 第 一 点 , 除 玫 半 贡 娄 上 


一人， 01, 2 


在 aC 和 ) 二 cosz 的 情形 方程 (3) 称 为 马 丢 CMathicou) 方程， 
“210 、 


外 ,都 对 应 于 一 个 强 稳定 系 综 (3). 


及 194 套数 共 探 的 不 稳定 区 域 


因此 ， 不 稳定 系统 的 集合 只 有 在 点 中 一 &2 时 , 才能 接近 吧 
轴 ; 换 名 话说 ,只 有 在 长 度 的 变化 局 期 接近 于 固有 频率 的 半 局 期 的 
整数 们 时 ， 才 可 用 秋千 的 长 度 的 小 周期 变化 给 秋千 打气 .在 经 
验 圭 ,这 是 尽 人 皆 知 的 结果 . 
定理 的 证 明 是 根据 当 E = 0 时 ,方程 (3) 具 有 常 系数 ， 因 此 容 
易 求 解 这 一 事实 ， 
问题 1 试 求 当 s 一 0 时 ,系统 (3) 的 局 期 推进 觅 射 4 在 基 *, * 下 的 短 
阵 . 
解 ” 通 解 为 
x = CL 505 of 十 Crinwe, 
所 以 
in 


是 满嘴 初始 条 性 * 一 1 ,i 二 0 的 特 解 ,而 


x sin is 二 二 Cos tus 
a 


是 注 尽 初始 条 从 “一 0,* 二 1 的 特 解 . 


答 
( cg arm sin 1) 
于 二 ww 
-一 向 5 2 OS dA 


定理 的 证 明 ”注意 ; 如 果品 天 节 , 丰 一 0,1,.……， 网 
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(TrA| 一 |2cos2xol < 2, 0 

更 细致 的 分 析 ? 指 出 ， 不 稳定 区 域 《在 图 194 中 的 阴影 区 域 ) 
在 点 w 一 /2 一 1, 2:… 附近 接近 % 轴 是 非常 普遍 的 (特别 , 当 
of) 一 cost 时 )。 因此 ， 对 于 参数 变化 频率 与 秋千 的 固有 频率 
的 一 定 比 值 《o = 下/2， 大 一 1， 2 )， 理想 秋千 的 最 低位 置 是 不 
稳定 的 ; 并 且 秋 和 于 可 以 用 任意 小 的 长 度 的 周期 变化 "打气 ”。 这 一 
现象 是 有 名 的 “参数 共振 ”， 参数 共振 的 特征 是 当 人 参数 的 变化 类 率 
> (在 方程 (3) 中 > = 1) 为 固有 闫 率 吕 的 丽 倍 时 参数 共振 最 强烈 。 

注 在 理论 上 ,参数 共振 可 以 在 无 限 多 个 比值 

oj ~ 

上 上 观察 到 ,但 在 实践 上 ,通常 只 在 不 很 小 时 才能 观察 到 .这 是 因为 : 

a) 对 于 大 的 不 稳定 区 域 以 获 舌 形 接 近 于 双 轴 :, 且 对 于 区 振 
频率 “我 们 有 十 分 精密 的 极限 人 (3 中 的 光滑 函数 fp 一 56. 

b》 不 简 定 性 本 身 对 大 的 天 是 弱 的 , 因为 县 |Tr 41 一 2 很 小 ， 
且 对 大 的 友和 圣 征 值 接 近 于 1 

+) 期 使 微量 的 糜 控 ,也 会 导致 第 万 以 参数 共振 的 发 生 所 必须 
的 振幅 的 极 小 慎 sx 的 出 现 ， 而 对 于 较 小 的 54 的 什 ， 拨 动 是 壮 减 
的 ， 此外, st 随 瑟 迅速 地 上 天 ( 图 195). 

还 须 注意 ,在 不 稳定 时 ,对 方程 (3) 来 说 , x 变 为 任意 大 。 在 实 


图 195 轻 摩 控 在 不 稳定 区 域 上 的 影 顺 


.LI 更 下 而 问题 2 的 解 管 ， 
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际 系统 中 , 插 动 只 获得 有 上限 插 概 , 因 为 对 大 的 x 线性 化 方程 (3) 本 
身 变 为 没有 意义 ,因此 我 们 必须 考虑 非 线性 效果 。 
河 题 3 对 于 出 方程 
Be 一 基站 xs C4) 
措 述 的 系 绕 , 在 (%,8) 平 面 上 求 出 处 稳定 区 域 的 形状 ,此 处 
《四 十 es Ominy ， 
A = (一 2 U3 C4) 
Hr + 24) = HH. 
解 ” 从 问题 1 的 志 得 到 4 一 4,44, 此 处 
I 


Ep 
4 
一 4 ， = 508 ry 


一 扣 4 cy 
i 
因此 不 稳定 区 域 的 边界 有 方程 
[TrA|= |2ees 一 名 十 全) on = 2, (5) 
因为 «1, 我 们 有 
pd Em m+ e 并 
i 如 一 “ 
仿 么 泣 足 
2 + 全 一 20 + 4) 
热 后 很 容易 计算 出 
am + Oe) gl, (56) 
应 用 公式 


de me TOs DAB + Cos Ziw, 
FH mr CO ZB 一 Os ZH, 
我 们 把 公式 (5) 重 写 为 形式 
一 05 2r8 十 (2 十 好] eos 2rw 于 土 2 
或 


2 二 cos Ds 
bi (7) 
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CO 2 一 一 2 = 全 2 【2 


在 第 一 种 情形 ， ees 2 一 TI: 因此 我 们 记 多 二 十 a 1s| «1, 


Pos 28 色 = cos Dr 一 上 一 2 十 De 


因此 :改写 (7 为 
Cos 2ro 一 〖 一 了 全 人 {1 一 003 2r8), 
我 出 有 
De’ 十 站 (四 ) 一 hr 十 OE), 《3)》 
把 (6) 代 入 (8), 我 们 最 后 获得 
s— + + ole), 
即 


名 一 对 天 + 以 57 


《图 196) 用 同样 的 方 社 解 (C7), 我 们 获得 
总 一 天 十 工 土 -~ 日 二 ofey 
人 


图 196 注 程 C4) 的 不 入 定 区 域 
问题 3 如 打 亚 点 在 铅 重 方向 振动 , 单 扔 的 最 高 平衡 位 置 ( 通 常 是 不 稳 


定 的 ) 能 变 为 稳定 吗 ? 
答 ”对 于 基点 足 鲜 快 的 振动 ,最 高 平衡 位 置 能 变 为 稳定 的 ， 


解 设 ! 是 单 振 的 长 度 , 悬 点 的 把 动 振幅 = % 号 又 设置 点 的 振动 周期 为 
27, 此 处 最 点 的 加 速度 是 常数 且 在 每 一 半 周 期 期 间 等 于 土 < ( 则 < 一 8ojr*). 
运动 方程 可 以 写 为 形式 
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Fo (mt ax, 
此 灶 符 丑 在 时 间 ?后 变化 ; 如 亚 & 下 时 王 < 如果 要 点 的 振动 是 足 和 能 喘 ， 
则 > wr 此 处 ww == Sa 和 以 前 的 问题 一 样 , 我 们 有 4 二 44 下 处 
[7 1 sinkh Rr 
| 和 } 后 
sinh Rr cosh RF 


ear sinfr 
-| a } HT = aC ww, 


sin ar cos HT 
因此 稳定 条 件 [Tr 4| < 2, 取 形式 


[2 cosh kr con Or + 计 一 字 )sinh kr sin Qe | <2. (9) 
现在 我 们 证 明 对 点 点 充分 决 的 振动, 即 对 * 六 affe1l1)y 此 条 忻 成 立 。 引 
人 人 焉 量 纲 变数 5 和 点 忆 得 


二 
本 一 8 人 1 Tl, 


我 们 有 
kr 2 VI rm2 V2 Vp, 
友 到 了 十 a 1 一 上 二 让 
圭 -2 Vi 2 OP， 
因此 甬 开 式 


cosh Rr mw 1 + 48(1 + Ht) + 3 二 + es 
os ro 1— (1 — i) + (1 pt 
过 一 和) jinh hrsin dr = 1562 4 -e* 


对 小 的 # 和 上 区 淮 确 度 0C# 十 人) 成 立 。 因 出 稳定 性 条 件 49) 变 为 
2{1 164 十 Ed 十 89*pt 十 -| + 5m <2, 


急 略 商 阶 小 量 , 我 们 求 得 
上 之 V2 # 
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或 


此 条 性 可 号 汐 形 式 
N> VE L021650 二 ， 
此 处 % 一 172z 是 悬 点 振动 频率 。 例如 如果 单反 的 长 度 是 上 一 20 床 米 且 悬 


点 实行 振幅 a = 1 厘米 的 振动 ;由 入 > 0.2165 W380720。20 赫 ， 特 别 : 恬 如 
说 ,如 果 悬 点 的 振动 频率 起 过 35, 则 最 高 平衡 位 置 是 稳定 的 


$29 常数 变易 法 


在 研究 接近 于 已 研究 过 的 “未 扰动 ”方程 的 方程 时 ,下 面 的 方 
法 是 常用 的 。 设 < 是 未 扰动 方程 的 首次 积分 ， 则 6 不 再 是 邻近 的 
“ 抗 动 ” 方 程 的 首次 积分 ;然而 , 看 出 (严格 地 或 近似 地 ) 值 eCp(D) 
怎样 贿 时 间 而 变化 常常 是 可 能 的 ， 些 处 喘 是 未 扰动 方程 的 解 ， 特 
别 ， 假 定 珠 方程 是 钱 人 性 齐 次 的 ,而 抗 动 方程 是 非 齐 次 的 , 则 这 一 方 
法 导出 了 解 的 显 式 公式 ,此 处 由 于 线性 性质 , 护 动 方程 不 需要 满足 
性 何 小 ”的 要 求 . 

我 们 从 注意 畦 别 简单 的 非 齐 次 线 姓 方程 

= 1, XxXER’, el (C1) 


开始 ,对 应 的 最 简单 的 齐 次 方程 是 
入 一 0， 《2) 
方程 (1) 可 以 用 积分 法 求解 ; 


Pu) 一 ln) 十 | f(r)ar. (3) 


29 一 般 情形 


更 一 般 地 ,考虑 非 齐 次 线性 方程 
二 喇 Li 十 hr， 和 ER ref, 47 
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它 对 应 的 齐 次 方程 为 

一 ALF. C5) 
假定 我 们 知道 如 何 解 方程 (5) 并 设 ¥ 一 gqt) 是 它 的 解 . 然后 在 扩 
张 相 空间 我 们 利用 把 (5) 的 积分 曲线 直 北 的 坐标 , 即 点 (pbs 
指定 用 举 标 6 一 gp(1) 和 = 与 之 对 应 (图 197)， 方程 (5) 在 新 的 坐 
标 里 取 特 别 简 单 的 形式 (2), 而 且 通 过 作 关 于 和 的 线性 灰 换 ,我 们 
可 雇 把 坐标 过 渡 到 直 北 上 坐标 ， 内 此 在 新 的 坐标 里 非 齐 次 方程 (4) 
取 特 别 篇 单 的 形式 412， 县 容易 求解 。 


图 197 点 宇 的 坐标 是 齐 次 方程 的 营 次 积分 


29.2 方程 (4) 的 解 


假定 我 们 寻找 形式 为 
PF ~ pet, el R", £6) 
的 非 齐 次 方程 (4) 的 解 , 此 处 g': R" -> R" 是 关于 齐 次 方程 (5) 的 
(ns ?推进 腕 射 。 对 (5) 关于 # 微分 ,我 们 获得 
piecigem ge+ ge A ge, 


把 方程 (4) 代 人 后 获得 
有 一 hz)， 
这 证 了 明了 以 下 的 定理 ， 
定理 “公式 (6) 给 出 方 雁 (0) 的 解 学 且 保 当 满 用 方 和 
t= f(t), 7) 


此 处 放 2) ~ (gD hp) 
推论 。 具 有 初 难 条 件 9(4) 一 。 的 非 线 作 方程 (4) 的 角 由 
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pi = pi ( 十 | (eh)ar) 

给 由 . 

证 明 ”把 公式 (3) 应 用 到 方程 (7), 因 为 (7) 属 于 特别 简单 的 形 
式 (1). 0 

注 在 坐标 形式 中 定理 转化 如 下 ; 给 定 了 齐 次 方程 (5) 的 一 
组 合 的 系数 看 作 时 间 的 未 知 限 数 ， 就 可 解 非 齐 次 方程 (4)， 于 是 ， 
为 决定 系数 而 引起 的 方程 属于 特别 简单 的 形式 (1)。 

问题 1 解 方 程 # + * = fs), 

解 ” 形 成 对 应 的 齐 次 方程 组 
此 方 春 组 共有 熟知 的 菇 本 解 组 *, 一 costyzx; 一 一 sint 和 x = sint,xy cos 4, 
按照 一 般 规则 ,我 们 寻求 形式 为 


Wo Fo esint, Ws et)sint + ct} cost 
的 解 . 
为 了 决定 <, 和 “， 我 们 有 方程 组 


dept sinr em Dy dsinft deort 人 


因此 


d= HDsni dm FE) eos #, 
所 以 最 后 有 有 
#Cf) = xf0y 一 | rararj ces 


十 |<o) 十 上 HT) eos rar| sing, 
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第 四 章 ”基本 定理 的 证 明 


在 这 一 章 中 , 我 们 将 证 明 常 微分 方程 的 存在 性 , 唯一 往 , 连 续 
狂 和 可 微 性 定理 , 以 及 向 量 场 各 方向 场 的 直 化 定理 。 这 些 证 月 世 
包含 了 构造 微分 方程 近似 解 的 技巧 ， 


$30 压缩 映射 


现在 我 们 给 出 一 个 寻找 从 度量 空间 到 它 自 身 的 映射 的 不 动 点 
的 方法 。 以 后 ,这 个 方 污 将 用 来 构造 微分 方程 的 解 。 


30.1 定义 


返 4:M 一 M 是 度量 空间 对 (具有 度量 p) 到 它 自身 的 一 个 
上 映射。 车 在 在 一 个 常数 4,0 < 之 4 < 1, 使 得 
eldxs AY) hplx,y) Vr,y€EM, (1) 
则 4 称 为 一 个 压缩 映射 。 
例 1 设 4: R_R 是 一 个 实 变 量 的 实 函数 (图 193)。 如 果 4 的 导数 的 络 


pt | - 
图 198 一 个 压缩 里 象 的 不 动 点 


对 监 处 处 小 于 1: 则 4 不 一 定 是 一 个 压缩 映射 。 然 而 如果 
[4 之 4<13 
则 4 就 是 一 个 还 综 映 射 。 
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例 23 设 4:R" 一 R" 是 一 个 线性 算 子 。 如 果 4 的 记 有 特 手 值 都 严格 地 位 
于 单位 图 内 部 ， 则 存在 一 个 欧 几 里 得 度量 (在 $22.3 意义 下 的 地 亚 壮 请 夫 浮 
数 ) 使 得 4 是 一 个 压 编 餐 射 。 

问题 1 下 述 一 些 从 直线 【其 有 通常 度量 ) 到 它 高 塌 的 喘 射 由 哪些 是 压 
缩 映 射 : 

a) y 到 sin 

b) yo Vet 1 

ef y= arctanx? 


问题 2 ”在 不 等 式 (1) 中 能 用 << 慌 替 去 吗 ? 
30.2 ”压缩 映 射 定理 

如 果 4z 一 *。 则 点 *E M 称 为 映射 4:M > M 的 一 个 不 动 
点 。 


下 的 和 到 ( 国 199) Arse 哺 妆 于 此 不 惠 点 ， 


图 199 在 纲 射 4 下 点 * 的 像 的 序列 


证 明 如 果 ptx, Ax) 一 2。 出 
ptA"xs Atix) 2 
级 数 
> 
收 级 ， 因 此 序列 4"x;# 一 0, 1， 2 是 一 个 柯 西 序列 ， 然 而 空间 


a 20 = 


M 是 完备 的 ;因此 极限 
Ko limA"x 


村 于 


存在 ,所 天 是 4 的 不 动 点 。 事 实 上 ,因为 每 一 个 压缩 映射 是 连续 的 
《选择 3 一 s)， 我 们 有 
好 于 一 AlimA"* m= lmA*™* a E, 
PIX YI = pAX, AY) hp(X, Y), 
1 一 1 之 pfX YY) = 0 0 
注 抬 x， Ar, A ` 称 为 对 邓 的 逐次 近似 ， 
设 * 基 对 压 第 映射 4 的 不 动 点 瑟 的 近似 值 ， 则 近似值 的 准确 
度 可 用 点 * 和 Ax 间 的 距离 a 容易 地 估计 出 来 。 事实 上 ,因为 


d+ 1d+ hd ， 
i—+ 
所 以 
PX 天) 魏 一 
《图 200)。 
hz Ay 


2 HN 
次 bx 


图 200 对 未 动 虚 基 的 近似 值 关 的 精确 谋 俏 计 


§31 存在 ,唯一 和 连续 性 定理 


现在 我 们 构造 一 个 完备 度量 空间 的 床 编 上 丽 射 ， 它 的 不 动 点 确 
定 了 所 给 的 微分 方程 的 解 。 
31.1 深 次 毕 卡 近 羽 


溢 虑 由 扩张 相 空间 R"™ 的 一 个 区 域内 的 向 量 场 # 确 定 的 微 
+ 221 * 


分 方程 京 一 V(z, (图 201)。 


图 201 方程 主 = v(xy1) 的 一 条 积分 曲线 
于 是 所 谓 皮 卡 (Picard) 映射 指 移 是 由 
CAPIC) = 十 | vptT), Tdr 


所 定义 的 ,函数 外 :7 > 工 到 函数 Aq:1 -之 区 的 胺 射 ， 

几何 上 从 9 到 49 (图 202) 的 变 搞 意味 闭 用 一 条 曲线 四 构造 
一 条 新 的 曲线 49, 49 在 每 一 点 的 切线 平行 于 由 gp 所 确定 的 方 
向 场 而 不 平行 于 在 新 曲线 4 上 的 方向 场 。 注 章 : 人 是 满足 初 始 
条 件 旬 (i) 赤 现 的 解 当 且 仅 当 和 一 49。 


MA) 


洒 t £ 
图 202 毕 卡 觅 射 

在 压 纪 映 射 定 理 移 让 发 下 ， 我 们 现在 考虑 逐次 皮卡 近似 9， 
op, 4 例如 从 刍 一 为 开始 ， 

例 1 设 主 = ft， 

(API) = xo 于 | Erar 

(图 203)。 则 第 一 步 就 立刻 导致 一 信 精 确 解 ， 

例 2 设计 一 xs 一 训 一 0( 图 201) 在 这 种 情形 下 近似 值 的 收效 性 能 


立即 写 下 来 ， 事 实 上 ,在 点 * 我 们 有 
学 定 荆 3 


222 + 


图 20 方程 二 一 下 全 的 应 卡 近似 
i 一 了 0 十 | sar 一 xoll 十 


1 a 
sp = m+ | wt rl+ts + 三) 


| 
Le = 可 (+ 二 二 


到 


图 204 关于 方程 二 二 xz 的 皮卡 近似 
注 1 于 是 , 带 数 函数 的 两 种 定义 
Do 一 吉 (+ 芭 ， 
2) el 十 地 二 
对 应 着 近似 地 和解 特别 简单 的 微分 方程 *+ = * 的 两 种 方法 ， 即 欧 拉 
折线 法 和 逐次 毕 卡 近似 法 。 历 史上 指数 函数 的 原始 定义 简单 地 为 
3) e! 是 微分 方程 * 一 x 的 满足 初始 茶 件 *(0) 一 1 的 解 。 


224" 


注 2 方程 一 zx 的 近似 逢 的 收 俩 性 可 以 类 似 地 证 明 。 在 
一 般 情 况 时 , 深 次 近似 解 收 化 的 理由 正 因为 方程 主 一 tx 是 “最 坏 
的 ， 即 任何 方程 逐次 近似 解 的 收 倒 速 度 不 线形 式 立 一 录 的 某 一 
个 方程 的 逐次 近似 解 收敛 得 更 慢 . 

为 了 证 明王 次 近似 解 的 收 伍 性 ， 我 们 构造 一 个 完备 的 度量 空 
间 ， 在 这 个 空间 中 毕 卡 肌 射 是 一 个 压 维 且 射 . 我们 从 回忆 分 析 课 
程 上 的 某 些 事实 开始 . 


31.2 预先 的 估计 
1) 范 数 ”具有 纯 量 积 (。,，: ) 的 欧 几 里 得 空间 R" 中 的 向 量 
x 的 范 数 将 用 |x| 一 V(x, xz) 表示 。 基 有 度量 
p(x 了) 一 [一 了 | 
的 空间 R* 是 一 个 完备 度量 空间 。 我 们 注意 两 个 关键 的 不 等 式 ?， 


{x ty |x| + |]y| 
和 第 珠 东 (Sehwarz) 不 等 式 
zy) |xi iy!. 
2) 向 量 积分 设 fi[a,5] 一 RR" 是 在 La,5] 上 连续 ,在 R: 中 
联 值 的 向 量 函 数 ， 则 向 量 积 分 
IT 一 人 fcANare Re 
按 通 常 的 方式 (借助 于 歼 曙 Riemann) 和) 定义 
引 理 


2 让 我 们 回忆 一 下 这 些 不 等 式 的 证 明 。 通过 欧 几 里 担 空 间 的 向 重工 和 7 合 二 扒 
平面 ;这 个 平面 北 承 了 来 自 R* 的 欧 几 里 得 结构 ; 热 而 在 欧 几 里 得 平面 中 ,由 初 
等 几何 已 知 这 两 个 不 等 式 都 成 立 。 这 就 在 任何 欧 见 里 得 空间 中 , 例如 在 及 * 中 
证 明了 这 些 不 等 式 . 特别 不 用 任何 计算 我 们 完全 证 明 丁 


了 | < > yi 
|f sas < 人 re ea 


类 似 地 证 明了 


eal lol 0 


证 明 ”应 用 三 角 不 等 式 比较 黎 曼 和 :我们 得 到 
[2fCDOA | SS EIEC) | |Al. 
3) 算 子 的 范 数 ” 设 4:R" ~>RR" 是 从 一 个 欧 几 里 得 空间 到 男 
一 个 欧 几 里 得 空间 的 一 个 线性 算 子 。 然 后 我 们 用 
地 开 
MI pA 
表示 4 的 范 数 ， 
于 是 我 们 有 
14tBI<idlt 1Bl, 
14B| 专 |411B1|. 2) 
如 时 我 们 令 
pd, B) 一 |4 ~ Bl, 
则 从 R* 到 R?" 的 线性 算 子 的 集合 变 成 一 个 完备 度量 空间 。 


31.3 利 普 希 茨 条 件 


设 43M: 一 Mi; 是 从 度量 空间 M, (具有 度量 p) 映 人 度量 空 
闻 M; (具有 度量 ep 的 一 个 爱 射 ,并 设 工 是 一 个 正 实 数 . 

定义 ” 若 映 射 芭 使 MM 的 任何 丁点 间 的 降 离 增加 不 大 于 工 傍 
(图 205); 

pldxy A SE Lolxs I) VW ry EM 

则 称 映射 4 满 时 及 有 芝 丈 的 和 全 希 共 (Lipeehic) 条 件 (我 们 记 为 
AE Lip L). 

若 存在 一 个 常数 工 ,使 得 4e Lip 。 则 映射 4 称 为 满足 利 交 


轿 205 利 普 着 芯 条 件 pe 所 Ep 
+ 2234 * 


希 获 条 件 . 


问题 1 下 述 映 射 中 哪些 洁 足 利 普 希 荣 条 性 (在 各 种 情况 中 都 是 欧 几 早 
得 彰 量 ): 

a) ym r,sER; 

bY yw As， 0s 

cj y= Vl (x za) ER 

dy y= Ey — Xi Ni ri 

6 一 人 二 本 

0, t= 3 

下 y= 2 z EC, [ls| 专 1? 

间 题 2 证 明 每 个 压缩 映 象 满足 利 普 希 艾 条 件 ; 而 音 每 个 满足 利 普 着 蒋 
条 件 的 映射 是 连续 的 . 


31.4 ”可 微 性 和 利 普 希 萄 条 件 


设 在 一 RR? 是 一 个 从 歼 几 里 得 空间 R* 中 的 区 域 了 映 人 欧 
几 里 得 空间 R" 的 光滑 观 射 CC" 类 的 ,r+ 字 1) (图 206)。 欧 几 里 
等 空间 在 每 一 点 的 切 空间 有 一 个 自然 的 爽 几 里 得 结构 ， 因 此 ff 在 
点 xX€ UCR 的 导数 

fs|s = for: TR — TR cy) 
是 从 一 个 欧 几 里 得 空间 到 男 一 个 欧 几 里 得 空间 的 线性 算 子 . 


rl 


多 


Pr A A 


者 要 烛 加 刘 自转 


可 微 映 身 f 在 V 上 六 尼 且 有 各 L 的 李 普 希 兹 条 件 , 志 等 于 f 在 V 
上 的 上 确 界 ; 
1 一 mb 1 


证 朋 设 xf 一 文士 六 7 一 于 0 雪上 近 1 是 连接 次 了 E 了 
的 线 臣 (图 207)。 


疼 207 连 盆 可 入 性 薄 售 着 利 普 着 莎 徐 作 的 成 立 
由 微 积分 基本 定理 ， 
f(y) — f(x) 一 人 2 f(r))dr 
= | fe) 之 (Tadr, 
因为 二 一 了 一 因此 由 公式 (I) 和 和 (2) 得 
| femzDarl Sh Llr— xlar— Lly—zl. 0 
注 导数 |f| 在 VY 上 的 范 数 的 上 确 界 实际 上 是 可 以 达到 的 . 
事实 上 ,由 假设 fe C1!, 因 此 导数 f 是 连续 的 ， 由 此 在 紧 改 上 集 广 上 
|f4 | 达到 它 的 最 大 值 上. 
在 进行 毕 卡 近 似 解 的 收 伍 性 证 明 中 ， 我 们 将 考察 在 一 给 定点 
的 一 个 小 邻 域 中 的 近似 值 ， 以 后 将 用 下 述 四 个 数 描述 达 个 邻 域 . 


31.5 量 居 ,了 or 
假定 微分 方程 

立 二 YT, 人 (3) 
的 布 端 在 扩张 相 空 间 的 区 城 了 CR xx 及 :中 确定 和 是 (Cr 类 ,7 宇 
1) 可 微 的 。 我们 在 民 " 中 赋予 一 个 网 几 里 得 结构 ， 因 此 在 TRs 中 
也 有 了 欧 几 里 得 结构 。 考 虑 任意 点 (0,) EU (图 208)， 对 充分 
小 的 4 得 5, 柱 体 

To {xyi i in| ol) Eb} 


位 于 区 绒 辽 中， 设 C 和 工 表示 量 1Yi 和 |yYs1 在 此 柱 体 上 的 上 确 罚 ， 
此 处 和 今后 打 星 号 的 表示 对 固定 + (关于 x) 的 导 煞 。 因 为 和 福 体 是 


紧 当 的 ,所 以 这 些 上 确 界 都 能 达到 : 
Il SC lvl 所 


区 区 8 柱 体 三 和 锥 体 Ko 


现 设 外 是 具 有 项 点 《am w) 的 锥 体 ， 它 的 “开口 ”为 C 和 高 度 

为 于 是 
Ko {x — ta, mClt— |}. 
如 果 数 a' 是 够 小 , 锥 体 KK, 位 于 柱 体内 部 , 又 若 数 a',&” 之 0 都 
足够 小 ， 则 由 KK。 通过 把 项 点 平行 移动 到 点 (mn，X) 而 得 到 的 每 个 
锥 关 。 也 位 于 柱 体 了 内 部 , 此 处 ,一石 | 所 总， 想 定 数 a 和 六 足 
够 小 ,使 得 尺 ,CT, 我 们 将 寻求 方程 (3) 的 形式 为 
P= + hx, r) 

的 满足 初始 条 件 gp(20) 一 工 的 解 PB (图 209)。 对 应 的 积分 曲线 则 
位 于 锥 体 天 ; 内 部 ， 


图 209 h(x 办 的 定义 


31.6 度量 定 间 本 
考虑 由 柱 体 | 一 | 筷 六 ;1 一 | 之 a' 映 人 网 几 里 得 空间 
R? 的 所 有 可 能 的 连续 映射 h, 设 M 表示 满足 附加 条 件 
[h(x )| Ctl (4) 
的 这 些 映 射 的 尝 合 (特别 , h(x¥, /0} 一 0)， 我 们 通过 令 
Poh,, hy) 一 站, — hl = max [h(x, x) — h(x, | 


入 -| 

在 村 中 引进 了 一 个 度量 p. 

定理 颈 邓 度量。 的 集会 M 是 一 个 完备 谨 晤 宰 间 . 

证 明 ”一致 收 人 证 的 连续 函数 序列 收 挛 于 连续 函数 。 如 果 取 极 
限 前 函数 满足 不 等 式 {4), 则 极限 歼 数 也 满足 具有 间 一 个 常数 的 
《4)。 0 

和 注意， 空间 对 依赖 于 三 个 正 数 a', 纪 和 CC，。 
31.7 压缩 映 象 A: = 对 

下 面 我 们 引信 田 

CAP)(E, mm | w+ his, 7), rdr C5} 

所 定 久 的 腔 射 A:MM 一 MM.? 

由 于 不 等 式 (4); 点 (Zz 十 h(x, 5); TT) 属于 锥 体 天 ,因此 属于 
场 的 定义 域 . 
身 的 压缩 时 鞍 A 

证 明 1) 首先 我 们 证 明 4 将 戏 映 人 它 自 身 ， 因为 连续 依赖 
于 一 个 参数 的 连续 函数 的 积分 是 连续 依赖 于 参数 和 上 限 的 。 所 以 
政 数 4 是 连 统 的 。 又 因为 


1C4R)(z， | < 下 v(x + h(x, 7), zar 


站 把 (5) 与 531.1 的 虚 卡 映射 比较 时 ,应 访 记 住 我 们 现在 是 在 寻求 一 小 形式 为 * 
千 二 的 解 ， 


= 220 * 


< I ca| < Cli— |, 
fo 


所 以 4h 满足 不 等 式 (4), 因此 4M CM. 
2》 凑 次 我 们 证 明 4 是 一 个 压缩 映 象 , 即 


.4h, Ah,|| < 2+l|h, TT h,ll， < 
为 此 ,我 们 在 点 (<) 估计 4h 一 4hy,， 我 们 有 (图 210》 


CAh, 一 Ab) (zx, 1) = | 《Vi — Tar, 


如 
入 


如 名 
图 210 有 和 可 的 比较 


此 处 
YT) ~ w+ h(x TT) 7 一 1，2。 

根据 定理 31.4, 对 于 固定 的 r, 函 数 Y(z;r) 满足 具有 常数 志 的 利 普 
项 艾 条件 (对 第 一 个 自 栾 量 )。 因 此 

[yA 一 mr LIh(x, r) — h(x, 7)| 

< Llh, 本 了 |. 

又 根据 了 [ 理 31.2， 

Ka 一 4 术科 于 Ph 一 hilar 


< Lah — bl. 
因 东 ,如 果 Lo’ 过 1, 则 4 是 一 个 压缩 映 象 ， 


31.8 存在 性 和 唯一 性 定理 


了 
由 
者 和 昌 昌 用 电 


= 0 


证 明 ”根据 定理 30.2， 压 缩 映射 4 有 一 个 不 动 点 ht MM。 设 
g(xy 1 一 X 十 hs 7). 0 


gf(xyt) 一 开 十 | WE T)sT)dr, 
Bgks: 1) ~ v(g(xy 1), 1). 
Dr 


由 此 推 得 对 画 定 的 x; g 满足 方程 (3) 和 在 一 时 的 初始 条 件 


ECX fo) 一 王 。 


又 因为 he M, 因 此 g 是 连续 的 ， 
这 样 我 们 已 经 对 方程 (3) 证 明了 存在 性 定理 ,并 提 表 了 明 其 解 连 
续 地 依赖 于 初始 条 件 ， 


问题 1 ”证明 唯 一 性 定理 。 
解 1 在 村 的 定义 中 设 上 二 0。 别 由 压缩 映射 4 一 的 不 动 点 的 叭 
一 性 推出 (满足 初始 条 件 (za) 一 大) 解 的 唯一 性 . [ 
解 2 设 p 和 :是 定 广 在 |t 一 1 万, 满足 同样 初始 条 件 
生疏 四] 一 Pj Eo 
的 两 个 解 ， 并 且 设 


le mar, Jp(o |, 


紫 姓 0<x<a。 风 
8) 一 9 人 一 | LP), 一 we) tar, 
对 充分 小 的 2 点 (pT)T) 和 (efr)3z) 都 他 于 Ye<LPL 的 柱 体 中 。 因 此 
ll 一 TEE lp 一 -A 如 果 Za <1 出 前 面 的 不 等 式 推出 
ly, 一 于 : | 一 0。 


于 是 在 点 闪 的 某 一 露 戌 中 解 wm 和 9 重合 。 D 
至 此 ,已 经 证 明了 局 部 唯一 性 定理 。 


31.9 庄 缩 映射 的 其 他 应 用 
问题 1 ”证 明 反 函数 定理 
提示 其 页 染 出 具有 单位 线性 部 分 的 C! 映射 了 = 对 十 ef 的 道 映射 
就 驶 了 ,此 处 在 点 0€Rs 的 某 一 加 域 中 pg'(0) = 0〔 用 变 鲁 的 线性 变 措 可 将 
一 裔 情形 化 为 这 种 情形 》， 想 定 我 们 寻求 形式 为 = 一 8 十 下 7) 的 解 ， 则 我 
" 23 " 


们 对 划 得 到 了 方程 
pF) me pF 十 BF), 


因此 所 要 求 和 的 省 数 几 是 由 公式 
(APNY) 一 一色 7 + PY)) 

定义 的 映射 4 的 一 个 不 动 点 。 又 因为 函数 间 的 导数 在 点 0 的 一 个 分 域 中 很 
小 (由 于 笨 件 C0) 一 0), 记 以 4 是 一 个 压缩 映射 (在 适当 的 度量 中 )， 

问题 2 证 明 : 当 步 长 接近 零 时 。 欧 拉 折 线 赵 近 一 个 解 ， 

解 设 #4 ~ x+ ha 是 具有 步 长 和 和 初始 条 件 ga(x, 加 ) 一 并 的 欧 拉 折 
线 ( 图 211). 换 句 话 说, 设 

AK, 1) 一 (ss， 区) (2)), 


此 处 式 示 一 辐 士 友 a 大 是 人 一 加 7 的 昌 数 部 分 。 


图 211 欧 拉 折线 zaktyb 


欧 拉 折线 和 解 g 之 间 的 差 能 用 $30.3 中 的 公式 估计 出 来 : 
less — el ~ lha— hi J 元 laba 一 bol. 


然 于 
( ABs XX, 1) 一 | vga ,7), rar, 
hefx. t= | vsa(x,z(z)),<r))az， 
当 4^ 一 0 时 ,两 个 被 积 函 数 的 差 关 于 fF 一致 地 趋 近 于 零 , 此 处 |+| 志 a' (由 于 
的 同等 连续 性 )。 因 旨 当 a-*0 时 4bs 一 Bl 一 0, 于 是 欧 拉 折线 趋 近 于 一 个 
解 . 

“问题 3 设 4 是 点 0€R" 的 一 个 分 域 映 到 同一 点 的 一 个 邻 域 上 的 并 保 
持 将 0 揣 到 0 的 微分 同 有 旺 , 又 假定 在 0 点 4 的 线性 部 分 ( 即 线 性 算 于 4oor R" 
一 R) 没有 模 为 1 的 特征 慎 。 设 m- 是 具有 14| < 1 的 特征 全 的 个 数 ; m4 是 
具有 | 外 > 1 的 特征 值 的 个 数 . 则 4%w。 有 一 个 不 变 于 空间 R"-( 进 入 股 ) 和 一 个 
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不 变 子 空间 《RS+ 外 出 股 ) 在 4w 的 作用 下 ,它们 的 点 趋 于 六 此 处 对 R"-， 
有 一 + 十 把 和 沿 有 TAN 一 一 co 图 2127)。 


百科 


全。 4 
加 212 .4 的 股 的 近 仆 和 4 的 线性 部 分 oo 的 个 

征明 在 点 详 的 一 个 部 霹 中 非 线 往 罗 射 4 也 有 不 变 子 度 形 M”- 和 Ms 
“进入 股 和 外 出 股 ), 它 们 在 9 点 与 子 空间 R"- 和 R*+ 相 切 , 此 处 ,对 x & M*- 
当 Nr 二 wm 时 ANE 下 和 EMT+ 当 N00 时 ANE 20 

提示 。” 取 维 数 为 m+ 的 任何 子 流 形 Te 例如 * 在 0 点 切 于 Re+), 而 且 对 
T 作用 4 的 葬 吴 。 使 用 压缩 里 射 的 方法 证 明 所 得 的 近似 值 Tw m4NT。 当 
一 十 名 时 趋 于 Ma 的 收 襄 性 . 

“向 是 4 ”证 明 在 非 线 性 蒂 点 去 一 w(x), w0) 一 0 进入 股 和 外 出 股 的 存 
在 性 (假定 算 子 4 一 vw(0) 的 特征 值 没 有 一 个 位 于 同 轴 上 


$32 可 答 狂 定理 


在 这 一 部 分 ,我 们 最 终 将 证 明 直 化 定理 。 


321 变 分 方程 
对 年 何 可 微 映 射 f; 上 ~> 7 我 们 可 以 使 它 与 在 每 一 点 的 蕊 空 


启 的 线性 蜡 射 
下， TU, 一 TYrey, 


相 联 系 ， 完 全 一 样 ,我 们 可 以 把 微分 方程 


说 vr, 1 IEUCR’" (1) 
与 对 切 向 量 ¥ 为 线性 的 微分 方程 组 
人 一 v(x, 1), KE UCR", (2) 
FY valry DF YETUY 
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相 联系 (图 213)， 我 们 称 (2) 是 关于 方程 (1) 的 变 分 方程 组 。 


留 213 其 有 初始 条 件 kr 及 的 变 分 方 姓 的 解 


在 (2) 中 和 以 后 的 公式 中 星 号 表示 对 固定 的 1, 关于 工 的 导数 ， 于 
是 wt, 10 是 从 R* 到 R:* 的 线性 算 子 - 

与 方程 组 (2) 一 起 ;考虑 从 (2) 中 用 未 知 的 线性 变换 * 代 车 未 
庆 疝 量 了 所 得 的 方程 组 

人 = WCE 1)s EUCR", (3) 
Ew Fa ss 3 R*-> RR 

是 方便 的 . 我 们 对 方程 组 (3) 也 同样 应 用 变 分 方程 这 个 术语 ， 

注 一 般 地 说 ,给 定 一 个 线性 方程 


FY Ay 了 E 肛 *， C2°) 
考虑 与 它 祖 联 系 的 售 有 线性 算 子 * 的 方程 
于 一 (8 :机 ->R* 《3 7) 


是 有 用 的 . 知道 了 方程 (2 和 (3 中 的 一 个 方程 的 解 ,我 们 能 容易 
地 找到 男 一 个 方程 的 解 (为 什么 ?). 


32.2 可 微 性 定理 


定理 ”假定 方程 (1) 的 右 端 在 点 Cx;1) 的 一 个 邻 域内 两 次 
连续 可 微 ， 则 当 玉 和 z 在 点 (Cx,10) 的 某 一 邻 域 (可 能 较 小 ) 内 变化 


村 


始 条 件 下 的 连续 可 答 丙 数 : 
veEC'> ge Cl 


(关于 = 是 C 类 的 )。 

证 明 因为 we ce 全 weeftC 灾 分 方程 组 (27》 满足 $31 的 条 
件 , 并 且 毕 卡 近似 序列 在 点 的 充分 小 令 域 内 一 致 地 收敛 于 (3) 
的 解 . 引信 初始 条 作物 一 工 (充分 接近 z) 和 加 一 王 ， 我 们 用 
po- (对 工 ) 和 光 。( 对 *) 表示 毕 卡 近似 ,得 到 


Fen ) — |) vp) rar, (4) 
Par Ks) -=FE 十 | ver (Er) TP rT) dT, (5) 


注意 tx 一 各 关于 # 应 用 数学 归纳 法 ， 我 们 从 《4) 和 (5) 推出 
争 r+is 上 et 因此 序列 [pb:} .是 序列 {gps} 的 导数 的 序列 ， 序 列 
《4) 和 (52 对 充分 小 的 [7 一 多 | 是 一 致 收 钱 , 它们 是 方程 组 (3) 的 
毕 卡 近似 序列 ， 因 此 序列 {po 及 其 关于 于 的 导数 都 一 致 收 伍 的 。 
因 兹 裤 限 函 煞 

gC, 1) 一 im F(T 7) 


关于 于 是 一 区 可 微 的 ， 0 


323 注 


同时 ,我 们 刚好 证 明了 下 述 定理 ， 
定理 方程 (1) 的 解 天 于 初始 条 件 xz 的 导数 gx 满足 具有 初始 


条 件 x(4) 一 瑟 的 记分 方程 (3): 


g(x, 1) 一 vAECE, 1), 2)» 
ly 


外 [| 
* Gxt 
Dj 
” 区 


图 214 《zt 站 推进 变换 在 想 空 间 中 的 曲 砂 
和 在 它 的 切 向 量 上 的 作用 
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让 A 10Ek( 屏 ，13 


(KX, to) = 和， E+(T, to) 一 FE, 
这 个 定理 说 明了 变 分 方程 的 意义 , 即 它 们 描述 了 (1, 11) 描 进 
变换 在 相 空 间 的 切 向 量 上 的 作用 (图 214)。 


32.4 关于 工 和 上 的 高 阶 导数 
设 r 之 2 是 一 个 整数 ， 


条 件 = 的 (7 一 1 次 的 活 当 可 开 刘 和 
YEC -> gE CH, 
证 明 因为 YE C' 地 YE Cm'!, 所 以 变 分 方程 组 C3) 满足 定理 
了 Tri 的 条 人 忻 。 因 此 从 定理 了,_, 推出 定理 7,, + > 2: 
YEC > VEC > gE CT > ge Cm, 
因为 定理 T; 刚好 是 定理 32.2, 这 就 证 明了 定理 了 ,. 0 


325 关于 x 和 ff 的 导数 
再 设 " 之 2 是 一 个 整数 , 
定理 T+ 在 定理 7。 的 条 件 下 , 解 g(X,1) 是 关于 变量 xz 和 + 
韦 者 的 C 类 的 可 从重 数 : 
VEC > ge C0", 
这 个 定理 是 前 述 定 理 的 明显 推论 ， 然 而 ， 一 个 正式 的 证 明 进 
行 如 下 : 


年 二 间 昌 申 “二 


汐 虑 积分 
Flrx,2) 一 | Fr, rar, red, [i, EL, 
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则 fe cs, fe cm 效仿 FeC', 

引 理 的 证 明 “” 阔 数 E 关于 变量 扣 和 + 的 任何 > 输 偏 导数 ， 其 中 包含 着 
关于 * 的 和 油分, 能 种 用 f 和 阶 副 小 于 r 的 冰 和 党 的 篇 导数 表示 ， 因 此 是 连续 
的 ;又 FF 奖 于 详 恒 吉 的 + 阶 偏 导数 按 棚 设 是 过 续 的 . 0 

定理 的 证 阴 我 们 有 

(下 ， Ea 一 王 十 | Te, Tt), dr, 
记 开 x, F) 一 w(x, fT), 7) 忆 及 记 用 引 理 ,我 们 得 到 
EC NOCHE EC, 
根据 定理 T,, 对 <<+, 站 EE .于 是 我 们 相继 地 得 到 了 
EE ECMEECD 

但 是 由 5 31.8( 解 过 续 依 般 于 =, 人 ge Ca， 这 就 完成 了 定理 密 的 证 归 。 中 

问题 1 证 肯 ; 如果 微分 方程 (1) 的 右 端 是 志 限 可 微 的 ， 吉 解 也 是 初始 


杂 件 的 琅 限 可 微 消 数 : 
TEC pg EEC. 


这 也 可 以 征明: 如 果 右 端 了 是 解析 的 《在 每 点 的 一 个 镍 城中 , 有 一 个 
收 人 证 于 ”的 泰勒 级 数 ), 则 和 解 g 耻 解析 地 依赖 于 和 +. 在 未 向量 是 复 什 (特别 
重要 ) 和 对 时 间 : 是 敌 值 时 ,研究 具有 解析 在 端的 微分 方程 是 很 自 热狗 ”. 


32.6 直 化 定理 


这 个 定理 是 定理 了 - 的 明显 推论 .在 证 明 它 之 前 ,我 们 回忆 两 
个 简单 的 几何 命题 ， 设 五, 和 工 ) 是 第 三 个 线性 空间 工 的 两 个 线 狂 
子 空间 (图 215)， 
ty 
i 


图 215 在 空间 了 R' 中 直线 五 横 堆 于 平面 亚 


1) 涉及 这 个 理论 ?例如 可 秦 君 V. Y Goluber, Lectures on the Analytic Thecry 
of D: fferential Equations (in russitn) Moscow(19507. 
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如 末 它 们 的 和 是 整个 空间 工 : 工 十 一 上 ， 则 称 工 ， 和 工 ,为 权 
截 ， 例 如 在 RR 中 如 果 一 条 直线 与 平面 交 于 一 个 非 霍 角 , 则 此 直线 
与 平面 视 截 . 


| 


中叶 开机 检 于 字 全 上 ,到 中 条 4 加工 贞 列 吾 个 守 全 上 

证 明 AL 一 4Li+ AL1 一 M. 0 

直 化 定理 的 证 阴 : 非 让 治 系统 的 情形 (网 $8.1)， 江 虑 由 公式 
CE gC) 7) 定义 的 从 直 积 R* x Rr 的 一 个 区 域 肌 人 
方程 

让 (+1) (1) 

的 扩张 相 空 间 的 肌 射 G， 此 处 gtx, +) 是 方程 《1) 满足 初始 条 件 
gC 10) 玫 和 的 一 个 解 。 这 样 , 正如 我 们 现在 要 证 朋 的 ,在 点 (az， 
10) 的 一 个 分 域 中 避 是 一 个 直 化 微分 同上 及 . 

a) 由 定理 Tr , 股 射 SG 是 可 微 的 (如 果 Ye C'， 则 G 是 C"" 类 
的 ), 

pb) 肤 射 如 保持 + 不 改变 ; G(x,:) 一 (g(x, 四 ,7). 

9 因为 g(I, 1) 是 (1) 的 解 ， 所 以 肌 射 G。 法 


图 216 在 点 (ze, 4f) 上 上 肌 射 全 的 导 琢 
+， 


们 得 到 
Cr|Rere = E, Grla's-ze Yt. 
平面 Re 和 具有 方向 v 十 e 的 直线 是 横 截 的 。 因 此 Gs 是 Re 怠 
到 RR*t+ 上 的 一 个 线 姓 驶 射 , 所 以 是 一 个 同 构 观 射 ( 在 点 (到 mm) 上 
Gs 的 雅 可 比 行列 式 不 为 堆 )， 由 反 函 数 定理 推 得 G 是 一 个 局 部 微 
分 同 是 . 
宣化 定理 的 证 明 : 自治 系统 的 情形 ( 见 $7.1)。 考虑 自治 方程 
让 一 vw}, XE UCR', C6) 
设 在 点 蕊 的 相 速 度 mw 不 为 0 图 217) , 则 存在 一 个 通过 x 和 横 截 
于 呈 的 (4 一 1) 维 超 平面 有 RC R" (更 严格 地 说 ,是 一 个 在 切 空 
间 TU。 中 横 惟 于 具有 方向 v, 的 直线 RR! 的 对 应 平面 )、 设 G 是 一 
个 区 域 民 "+ x 及 巩 入 区域 及 "的 驮 射 , 此 处 有 Re 一 全 R 一 {7}， 
这 个 驶 射 由 公式 G( 点 ,7) 一 g(8,1) 来 定义 ,这 里 才 是 在 Re 上 并 
目 徘 近 亚 ，g( 志 ,7) 是 方程 (6) 满足 初始 条 件 w(z 一 二 的 解 在 时 
闻 % 的 值 ， 这 样 正 像 我 们 现在 所 证 明 的 ,在 点 ( 专 一 my 一 0) 的 
充分 小 邻 域 中 G-: 是 一 个 直 化 的 微分 同 胚 ， 


图 ?317 使 向 量 场 站 履 的 答 分 同 胚 的 构造 
a) 由 定理 Ti , 瞎 射 G 是 可 微 的 (如 果 we C", 则 G€ C"™'). 
b) 因为 者 ,2) 满足 方程 (6)， Gy 将 标准 疝 量 场 e( 志 一 0， 
i 一 1) 映 和 人 Gxe 一 Y。 因此 上 映射 G*” 是 直 化 的 ， 
c) 映射 G 是 一 个 局 部 微分 同 胚 . 事实 上 ， 在 横 截 平面 R"™ 
和 及 : 上 计算 线性 算 子 Gy|。， ,我 们 得 到 
Ch- = E, Ge 一 可。 


于 是 算 子 G1 将 模 截 子 空间 偶 R"™ 和 R'CR* 映 入 横 截 子 空 
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闻 侦 .所 以 Gx x 是 一 个 R" 映 到 R" 上 的 线 柱 胰 庙 ,因此 是 一 个 
同 构 映射 . 从 反 上 函数 定理 推 得 G 是 一 个 局 部 徽 分 同 胚 《用 5 7 的 
记号 : 了 一 ). 

注 因为 可 微 性 定理 是 将 导数 降低 一 阶 后 证 明 的 (vé Cc" 全 
gE C”)， 所 以 我 们 只 能 保证 直 化 微分 局 是 属于 C” 类 的 光 背 
性 。 然而 , 正如 下 面 将 要 证 明 的 , 刚才 构造 的 微分 同 是 实际 上 是 
C' 类 的 ， 


32.7 关于 导数 的 最 后 一 个 问题 
在 证 明定 理 32.2 中 ,很 定 场 v 蚌 两 次 连 线 可 微 的 ,可 是 实际 上 
只 要 连续 可 徽 就 足够 了 . 
的 。 则 满 尽 神 给 条 件 g(xym) 一 = 的 解 (x57) 时 欠条 作 的 办 
可 第 东 数 : 
vVEC!=> gE Cl, (7) 
推论 
1) 对 + 守 1, veEC'>gECr 
2) 着 ve C', 则 在 $ 32.6 中 构造 的 直 化 微分 同 胚 是 > 次 连续 
可 微 的 . 
逐 字 腺 名 重复 $32.4 一 832.6 的 讨论 ,推论 可 以 从 (7) 得 到 ， 可 
是 定理 (7) 本 身 的 证 明 则 希 要 一 些 技 巧 , 
定理 的 证 明 ”我 们 从 下 列 的 讨论 开始 ， 
引 理 t 变 
= AAC = (8) 


于 z 的 可 微 性 (实际 上 权 用 到 关于 x 的 利 兽 希 区 条 件 的 存在 》 六 此 :如果 只 
假定 关于 变量 1 是 连续 的 , 则 证 明 仍 然 有 效 . 0 

和 注意: 解 线性 闻 依 束 于 Fy 而 且 它 是 + 的 连结 可 微 甸 数 ， 因 此 ,和解 关于 
和: 都 属 避 类， 
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“证明 并 上 近似 序列 的 梳 限 能 用 来 沟 千 和 其 中 每 一 个 近 个 是 页 ,上 和 
5 的 连续 函数 。 当 变量 yo,: 和 在 任何 点 Cy aa, eol) 的 一 个 充分 小 全 域内 
变化 时 ,此 近 伏 库 列 关 于 ys, : 和 a 是 一 致 收 笋 的 、 因 此 极限 是 z, :和 = 的 
连续 函数 。 0 
现在 我 们 对 谈 分 方程 应 用 引 理 2 
引 理 3 添 分 方程 组 
上 一 wx, 1), 
了 一 Vel, I!)F 


必 帕 和 昌 宙 
和 和 


场 * 是 忆 荣 的. 

证 明 由 $31.8 的 存在 定理 ,方程 级 中 的 第 一 个 方程 有 一个 由 初始 条 件 
xs 唯一 确定 并 连续 依赖 于 这 些 条 件 的 解 。 将 这 个 解 代 人 第 二 个 方程 中 去 ， 
我 们 得 到 一 全 关于 y 的 线性 方程 , 它 的 右 端 连续 依赖 于 : 和 第 一 个 方程 的 角 
的 初始 条 件 xs 看 作 一 个 参数 )， 然 而 ， 由 引 理 2, 这 个 线 竹 方程 有 一 个 解 ， 
此 解 是 由 它 的 初始 值 mw 所 确定 ,并 生 是 +,¥。 和 参数 x 的 连 转 函数 ， [0 

于 是 鞭 至 在 ve C6” 的 情形 下 变 分 方程 也 是 可 解 的 。 注 意 到 在 re 中 的 
情形 我 们 普 证 明了 解 关于 初 值 的 导数 洲 足 变 分 方程 (3), 但 是 此 结论 不 再 成 
立 ， 罗 为 我 们 还 不 知道 这 个 导数 是 否 存在 ， 

为 了 证 明 解 关于 初始 条 件 的 可 微 性 ,我 们 首先 考 坊 一 个 特殊 情形 . 

引 理 4 想 定 0 类 的 向 县 场 Y(x, 1) 和 它 的 导数 Y。 对 万 有 的 :在 点 


证 明 按 假设 ， 在 点 x 一 的 一 个 邻 域 中 
[wx, £12| = oC lx1). 


对 满 是 初始 条 件 p(t%) * 3 的 和 解 x 一 9%( 切 , 使 用 $30.2 的 公式 估计 近似 值 
二 的 误差 。 对 充分 小 的 jw,j 和 | 一 | 我 们 得 到 


4 


Tx, TYdF | kK Te jix,, zj 


此 姓 常 数 关 不 依赖 于 x，。 于 是 | 一 zol 一 oC1x。1), 这 就 推出 站 零点 和 关于 
x 是 可 微 的 . UD 
秽 在 我 们 将 一 般 情形 简化 为 引 理 4 的 特殊 请 形 。 为 此 ,我 们 只 要 在 扩张 
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相 空 间 中 网 择 适当 的 坐标 系 。 其 先 , 我 们 注意 到 在 所 考虑 的 情形 , 解 总 可 以 
认为 是 芍 解 . 

引 理 5 设 z 一 ql?) 是 方程 一 zx, 4) 的 一 个 解 , 方程 的 右 端 为 5 
类 函数 并 定义 在 扩张 相 空 间 R" x R 的 -个 区 域 中 ， 则 存在 二 个 保持 时 间 
的 扩张 相 空 闻 的 C 微分 同 胚 , 即 (>， 2 一 (mi(z， #24), 并 且 将 解 e 变 为 

Xi 三 0D. 

证 明 ”因为 PEc: ,我 们 只 需 作 移动 x = x 一 q(2). 0 

在 坐标 系 《x,,*) 中 我 们 的 方程 的 右 端 在 点 =, = 0 处 等 于 0。 现在 我 们 
诞 明 ,借助 于 对 x 是 线性 的 适当 坐标 变换 , 右 端 关于 x 的 导数 也 能 变 为 零 . 

引 理 6 在 引 理 5 的 条 件 下 , 华 标 (x,t) 可 泌 这 样 地 选择 ,使 方程 

羡 二 w(x, 7) 
等 价 于 方程 和 一 v(x 人), 此 处 场 v 和 它 的 导数 697./6%x, 在 点 x 一 0 都 变 
为 法 . 片 外 ,可 以 选择 xi(x, £) 能 使 它 对 = 县 线性 的 (但 不 必 是 充 次 的 ). 

根据 引 理 5; 我 们 能 假设 (0,1) = 0. 

为 了 证 明 引 理 6, 我 们 首先 考虑 下 述 特 殊 情 形 : 

站 理 7 对 线性 方程 六 一 4(i)x 引 理 6 的 结论 是 有 效 的 . 

证 明 ”我 们 只 要 选择 x 为 在 固定 时 刻 清 足 牧 始 条 件 9(1) 一 x 的 解 
的 值 ， 根 据 引 理 1 x = BCz)x, 此 处 KC!): FRR 是 一 个 关于 :为 类 的 
强 性 算 子 。 但 是 我 们 的 线 福 方程 在 谷 标 系 Cx, 昌 中 取 形 式 血 一 0， LD 

引 理 # 的 证 明 ”首先 我 们 在 获 点 将 方程 让 二 r(x, :) 线性 化 ， 即 构造 
变 分 方程 

下 一 AC, A = old, 1). 
由 想 设 rEC', 因此 4E 中 由 引 理 7, 我 们 可 以 选择 C' 坐标 xs 一 B(x 使 
得 在 新 坐标 中 , 线 姓 化 方程 形式 为 二 一 0。 容易 看 出 , 原来 的 非 线性 方程 的 
右 端 在 这 个 坐 称 系 中 线性 部 分 为 零 . 事实 上 , 设 = 4dx + 09, 二 Cz (于 
是 口 = ol|x|), C = 8-!)， 在 方程 去 一 * 中 , 作 这 些 代 摸 , 我 们 得 到 关于 x; 
的 油分 方程 :; 

Cx 十 [| AACR + 

伍 是 ,按照 < 的 定义 ， 在 左边 和 右边 的 第 一 项 (关于 xz, 是 线性 的 项 ) 是 相等 
的 ,因此 

¥&, = CQ(cx 7) = ol x | ). [ 

结合 引 理 6 和 4+, 我 们 推 得 下 面 的 引 理 ， 
引 理 8 有 党 为 关 的 微分 市 帮主 一 《x,1) 的 解 可 徽 地 依赖 于 初始 条 
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件 ， 解 关于 初 冶 条 件 的 导数 = 满足 变 分 方程 组 . 


时 


vi a ,x = E:R"—sR"., 
证 四 在 引 焉 6 的 坐标 系 下 写 下 方程 ,然后 应 用 引 理 4。 
为 了 下 明定 理 ,我 们 只 要 验 延 解 关 于 初始 条 件 的 导 琢 的 连续 人 铂 ， 棚 据 引 
于 8, 这 个 导数 是 存在 的 并 满足 变 分 方程 绢 。 从 引 理 3 推 担 这 个 方程 组 的 解 
连续 依 琅 于 ww 和 于 是 , 定 旭 最终 被 证 明了 ， 0 
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第 五 章 流 形 上 的 微分 方程 


在 本 章 中 我 们 定义 微分 流 形 ,证明 由 流 形 上 的 向 量 场所 决定 
的 和 流 的 存在 定理 。 通 过 研究 流 形 上 的 微分 方程 理论 所 得 到 的 许 
多 有 趣 的 和 深入 的 结果 ,几乎 可 以 应 用 于 任何 空间 中 ， 这 一 章 仅 
仅 打 算 作 为 这 个 题目 的 引 论 , 它 处 在 分 析 和 拓扑 的 交接 处 . 


$33 微分 流 形 


微分 病 形 或 光 衣 话 形 的 概念 在 几何 和 分 析 中 所 起 的 基本 的 作 
用 ,正好 像 群 和 线性 空间 的 概念 在 代数 中 所 起 的 作用 一 样 。 


33.1 流 形 的 例子 


一 旦 给 出 (在 下 看) 流 有 形 的 定义 ,我们 将 发 现下 列 对 象 都 是 流 
形 ( 图 218): 


dy 人 
< 二 4 


图 218 继 形 的 例子 


1)》 线性 空间 RR' 或 R" 中 的 任何 区 域 ( 开 子 人 党) DU， 

2) 在 欧 几 里 得 空间 R*+: 中 由 方程 好 十 … 士 到 一 工 所 
定义 的 球面 ,特别 是 圆 3 

3) 环 看 天 一 中 X 81 (参看 $24)。 
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图 220 相 容 地 图 


2) 映射 py 和 giz 《基态 ; 几 玉 ; 非 空 ; 则 映射 有 定 闵 ) 是 RR" 中 
区 域 的 微分 同 肛 . 

注 根据 映射 pi 的 光 消 性 分 类 ， 我 们 得 到 流 形 的 不 同 的 分 
类 ， 如 果 所 请 微分 间 凸 我 们 指 的 是 C" 类 微分 同 肽 ,i 所 + 所 %， 
则 此 (由 产生 了 映射 wz 的 地 图 册 所 定义 的 ? 流 形 将 称 为 C" 类 微分 流 
形 . 如 果 > 一 0, 因 此 py 只 要 求 同 且 ,我 们 得 到 拓扑 流 形 的 定义 ; 
如 果 我 们 要 求 pj 解析 ?9, 则 我 们 得 到 解析 流 形 、 

也 有 男 外 的 可 能 狂 。 昼 如 , 在 民 " 中 确立 一 定向 ; 要 求 微分 局 
有 是 pi 保持 这 一 定向 ( 即 gi 在 每 点 上 有 正 的 雅 可 比 行列 式 )， 则 我 
们 得 出 一 个 定向 流 形 的 定义 ， 

定义 3 所 谓 上 的 一 个 图 斯 指 的 是 地 图 pi:Wi 一 Ui 的 集 
合 ; 六 尼 

1) 每 一 双 地 图 是 相 容 的 ; 

2) 每 一 点 *& 计 至 少 在 一 张 地 图 上 有 像 . 

定义 4 在 对 上 的 两 个 图 册 称 为 等 价 ,如 果 它 们 的 并 集 仍 是 
一 图 册 ( 也 就 是 说 ,如 果 第 一 个 图 册 的 每 一 张 地 图 与 第 二 个 图 册 的 
每 一 张 地 图 祖 容 )。 

容易 看 到 定义 4 实际 上 定义 了 一 个 等 价 关系 ，。 


1) 函数 称 为 解析 的 3 如果 它 在 每 一 点 部 城 中 是 它 自 己 屁 开 的 内 和 勒 极 数 的 和 ， 
电 PE 时 


定义 5 所谓 在 对 上 的 微分 结构 指 的 是 一 类 孝 价 图 册 . 
在 这 一 方面 ,为 了 避免 出 问题 ,我 们 担 出 经 党 加 在 流 形 上 的 二 
个 条 件 : 
1) 可 分 性 ”任意 二 点 *,yE 对 有 不 相交 的 邻 域 ( 图 221), 即 
或 者 存在 具有 分 别 包 含 * 和 3” 的 不 相交 前 丈 ; 和 分 ; 的 两 张 地 图 
pW Ui, pWi* Ui 
或 者 存在 一 张 地 图 ,在 其 上 点 * 和 点? 沟 有 像 。 


pf Vi) oy 


略 321 可 分 性 


如 果 不 要求 可 分 性 , 则 来 自 二 条 直线 尺 一 {#}+, 及 一 {y} 中 ,使 有 相等 负 
坐标 z 和 了 的 点 算 作 同 一 点 组 成 的 企 合 就 是 一 个 流 形 ,微分 方程 解 的 唯一 延 
拓 定 理 在 这 样 的 流 形 上 不 再 成 立 ; 虽 然 局 部 唯一 性 定理 是 成 立 的 

2) 可 数 福 ”存在 一 个 图 骨 MM, 它 拥有 地 图 的 张 数 充 其 最 为 可 


数 。 

以 后 术语 “ 流 形 ” 指 的 是 满足 可 分 性 和 可 数 性 条 件 的 微分 流 
形 。 
33.3 图 册 的 例子 


1) 在 民 ' 中 方程 为 过 于 妇 于 垃 吧 1 工 的 球面 中 可 以 庙 予 一 个 
由 两 张 地 图 所 组 成 的 圆 册 ，, 举例 说 ; 用 球 极 平面 投影 (图 222), 此 
处 我 们 有 
市 ,一 SNV， 了 一 及， 
W,= S\S, 了 一 及 ;， 
问 惠 1 写 出 映射 mw,: 的 公式 ;证 明 这 两 张 地 图 是 相 容 的 。 
= 2247 


AAA 


图 222 球面 的 图 册 。 在 球面 上 基于 对 点 的 
图 覆 在 下 闸 的 地 图 上 用 平行 线 谍 染 表 示 ; 在 
上 面 的 地 图 上 下 一 族 切 回来 表示 
类 似 地 ,我 们 能 用 一 个 由 两 张 地 图 组 成 的 图 册 来 定义 在 5" 中 
的 微分 结构 . 
2) 环 面 上 一 个 图 和 妖 可 用 角 坐 标 系 即 纬度 2 和 经 度 中 来 移 造 
(图 2237。 俩 如 ， 我 们 可 考虑 当日 和 史 在 区 间 
0 
[0 


图 223 环 面 的 图 册 


内 变化 时 的 四 张 地 图 ， 


3) 射影 平面 RP’ 的 一 个 图 册 能 由 下列 三 张 “ 仿 射 地 图 ”组 成 
(图 224), 


pg yi 如 xo 0， 


2 
1 x 8 sii 如 到 六 ， 
~、 人 1 Ty 


中 ~ Tt 
"Na 各， 凡 一 于 如 x 关 0， 


图 好 4 射影 平面 的 优 射 地 图 


这 些 地 图 是 相 容 的 ， 例 如 , go 和 wp; 相 容 指 的 是 从 平面 (9,, y) 的 
区 域 Fo 一 1 ya; 为 关 如 爱 到 由 公式 一 条! 帮 一 7 给 定 
的 平面 (rs sy) 的 区 域 Uo { say zz Fl 丈 0} 上 的 映射 on 是 一 
个 微分 间 上 胚 (图 225)， 

证 明 注意 9 二 #7! 92 一 281 1。 [ 


图 223 射 斑 平面 地 图 的 相 容 人 性 


类 似 地 :我们 能 使 用 一 个 由 = 十 1 张 仿 射 地 图 组 成 的 图 才 , 赋 
予 射 影 空间 RP 一 个 微分 结构 。 
33.4 紧 致 性 


定义 ” 流 形 对 的 一 个 子 集 G 称 为 开 的 , 若 G 在 每 一 张 地 图 gp: 
WW 一 上 U 上 的 像 (区 站 G) 是 线性 空间 的 区 域 台 的 一 个 开 子 集 (图 
226), 
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” 
[SS 
力 226 和 开 子 所 

问题 1 ”证明 流 形 的 两 个 开 子 集 的 交 与 任何 个 开 子 上 祭 之 并 都 是 开 的 。 

定义 一 个 流 形 M 的 于 集 KK 称 为 紧 致 和 的 ， 若 由 开 集 组 成 的 集 
合 KK 的 每 一 个 履 订 有 一 个 有 限 子 覆 盖 . 

问题 2 ”证明 球面 "是 紧 臻 的。 射影 空间 RP* 是 否 紧 致 ? 

提示 ，” 利 ,w= 下 判定 理 。 

定 现 设 流 形 M 的 下 开 于 委 F (图 227) 其 雁 限 个 于 入 F; 


证明 设 {6 } 是 集合 的 一 个 开 异 访 ， 则 {pCG Nw, )} 对 每 
个 庆 是 紧 致 集 pi(F)) 的 一 个 开 覆 盖 ; 设 7 在 由 此 引起 的 有 限 集 范 
黑 内 玻 变 ,我 们 得 到 覆盖 Ff 的 有 限 个 G;. 

33.5 ”连通 性 和 维 数 
定 尺 ”一 流 形 对 称 为 连通 的 (图 228);, 若 给 出 任何 两 点 *;》E 


图 227 紧 致 子 党 图 228 连通 流 形 村 和 非 湛 通 流 形 ML UM 


"2350 * 


MM ,存在 一 有 限 的 地 图 链 Pi: Wi DU;, 使 荆 世 合 x, HW, 包含 ys 
亢 i 人 Win Yt 为 非 空 , 且 Uj; 是 连通 的 . 
一 个 不 连通 流 形 M 可 分 解 为 连通 的 分 支 Mi,? 


问题 1 由 下 二 站 一 下 二 CCD 定义 的 流 形 在 RR*( 在 RP) 中 是 否 连 
通 ? 

问题 2 ”具有 不 为 零 的 行列 式 的 及 有 # 阶 和 矩 阵 的 集合 有 一 个 微分 流 形 
的 自然 结构 (在 R* 的 区 域 中 )) 这 个 流 形 有 多 少 连 通 的 分 支 ? 

定理 设 M 是 一 连通 流 形 , 设 Pi: Wi 司 Ui 是 它 的 地 图 , 则 所 


时 是 和 和 上 Be 中 呈 和 时 和 间 和 呈 由 时 哩 


证 明 在 几 个 线 作 空间 的 区 超 之 问答 分 间 奈 仅 当 这 些 空间 有 
同一 个 维 数 时 才 有 可 能 ;连通 流 形 的 任何 两 个 区 域 钱 ; 和 Wj; 能 
壕 之 以 两 两 相交 区 域 的 有 限 链 ;从 以 上 事实 可 得 出 需要 的 结果 ， 

在 此 定理 中 出 现 的 数 ” 称 为 流 形 M 的 维 数 , 记 作 dim M- 例 
如 ， 

dim 及 "一 dim 3” 一 dim 了 = = dim RP™ om 1. 

一 个 非 连 通 的 流 形 称 为 是 » 维 的 ， 如果 所 有 它 的 连通 分 支 有 
同一 个 维 数 *. 

问题 3 对 所 有 ”= 阶 正 交 矩 降 的 集合 O(n) 赋 予 一 个 油分 流 形 的 结构 , 求 
它 的 连通 分 支 和 它 的 维 数 ， 

答 Da) 一 490(ay X Fdim O(n) 一 2 二 


33.6 ”可 徽 映射 


为 (C 类 ) 可 短 , 若 在 M, 和 M 的 局 部 坐标 中 这 上 射 可 用 CC" 类 ) 
可 徽 函 数 给 出 。 

换 条 话说 , 设 2: 下 :一 是 作用 在 点 “< 对 的 一 个 邻 囊 上 的 于, 的 一 张 
地 图 ; go: WD 是 作用 在 点 所 zx) 琴 : 的 一 个 邻 城 上 的 对, 的 一 张 地 图 (图 
229)s 刚 欧 几 里 得 空间 中 区 域 在 点 p(x*) 的 一 个 弛 城中 定义 的 肌 射 pof1o97! 
必须 是 省 类 可 撤 ， 


站 即 ;的 任意 两 点 能 连 之 以 在 iCCR* 中 的 折线 ， 


例 1 球面 投影 到 平面 上 《图 2307 是 一 个 可 微 映 射 ， 和 注意， 
一 可 答 冉 射 不 一 定 要 从 一 个 微分 流 形 映 到 男 一 个 微分 流 形 . 


图 230 于 而 投影 到 平面 上 给 出 一 闭 蚜 


全 2 所谓 在 流 形 M 上 在 时 肇 % 经 过 点 *E 对 的 曲线 5" 指 的 基 
把 包含 点 的 实 上 轴 的 区 间 工 映 人 流 形 邓 内 , 且 使 兴 a) 一 + 的 可 
徽 遇 射 户 了 一 好 。 


尾 也 叫好 上 的 曲线 参数 化 曲线 能 有 让 交点 . 信 点 等 ( 疾 23[D。 
* 252 


例 3 所 谓 M+ 联 到 流 形 M; 上 的 微分 同 凸 1:M, -> M， 指 的 
是 一 个 可 微 映射 /, 它 的 北 六 : M; 一 M, 存在 且 可 微 ， 两 个 流 形 
M, 和 M; 称 为 微分 同 胚 ， 若 它们 之 间 存 在 一 个 从 一 个 流 形 跌 到 另 
一 个 流 形 上 的 微分 同 胚 。 例 如 ,球面 和 椭 球 面 是 币 分 同 胚 的 。 


33.7 注 


容易 看 到 ,每 个 连通 的 一 维 流 形 是 种 一 个 图 微分 合 中 的 《如果 
它 基 紧 致 的 ) 或 是 和 一 条 直线 微分 辣 胚 的 (如 果 它 不 是 紧 至 的 ). 

二 维 流 形 的 例子 为 球面 , 环 面 《和 “一 个 把 手 的 球面 微分 同 
五 ) 和 = 个 把 手 的 球面 % 图 232)。 


QO OS. Cr 


图 * 近 ”不 微分 同上 用 的 二 扒 旋 形 


在 拓扑 学 教程 中 证 明了 每 一 个 二 维 紧 致 连通 定向 流 形 是 和 有 "之 0 个 
把 手 的 球面 微分 岗 豚 , 关于 三 维 流 形 知道 得 很 少 。 举 例 说 , 不 知道 是 否 每 一 
紧 致 单 连 通 " 三 维 流 形 痢 可 以 和 球面 9 微分 同 承 ( 席 加 莱 (Poincare》 猜想 )， 
或 者 甚至 和 3 同 胚 ， 

在 高 维 时 流 形 的 可 微分 类 和 拓扑 分 类 不 一 致 ;例如 ;的 确 在 在 闺 28 个 光 

湾流 形 , 称 之 为 米 诺 (Milner) 球面 。 和 球面 5 同 胚 , 但 彼此 不 微分 同 硅 。 

在 CC， 中 具有 坐标 *.，"…y = 的 米 诺 球 面 由 下 两 个 方程 
#0 
[PP 

来 确定 . 对 于 不 一 1 2,.…，, 28 我 们 得 出 28 个 米 诺 球 面 2。 这 28 个 流 形 中 ， 
其 中 之 一 和 球面 末 同 胚 。 
33.8 子 流 形 
在 R’ 中 具有 方程 x 十 六 十 一 1 的 球面 是 一 个 殉 几 里 得 
17 一 流 形 对称 为 单 痊 前 , 若 在 M{ 中 每 一 闭 牙 线 能 壬 绞 地 收编 为 一 点 ， 
2) 窟 看 FE. Brieskorn, Beispisle zur Differentialtiopologit Yon Singularititen, 
Invent Moth. SC15066) 1~—14, 
= 和 


空间 子 集 的 例子 , 它 闪 受 着 来 自 RR 中 微分 流 形 的 自然 结构 ; 即 Rs 
中 于 流 形 的 结构 ， 子 流 形 的 一 般 定义 在 下 面 给 出 ， 

定义 ” 流 形 M 的 一 个 子 集 V (图 233) 称 为 一 于 流 形 , 若 每 一 
感 *€ 六 有 在 以 中 的 一 邻 域 玉 和 一 张 地 图 mp: 五 VU, 使 pW Nn 
共 ) 是 包含 的 仿 射 空间 R* 的 仿 射 子 空 间 的 一 个 区 域 ， 子 流 形 下 
本 身 有 一 流 形 的 自然 结构 (W' = 二 WNV, UV' 一 pw). 

下 列 基 本 事实 只 给 出 而 不 证 :在 以 后 也 不 用 到 : 

定理 ”每 一 流 形 邓 ?是 和 一 人 R™ 


图 233 半 流 形 


褒 此 流 形 的 抽象 概念 和 “NN 维 空间 中 忆 维 曲面 ” 相 比 实际 上 并 
不 包含 更 多 的 对 象 ， 抽象 手法 的 优越 性 在 于 包含 了 那 种 人 情形, 在 
这 种 情形 中 不 必 事 先 说明 媒 人 欧 儿 里 得 空间 ， 而 这 种 说 明 只 会 导 
致 诸 辑 上 的 复杂 性 ( 像 在 射影 空间 RP* 的 情形 )， 此 处 的 情况 和 
有 限 维 线性 空间 (它们 都 司 构 于 点 (41,，…, x) 的 坐标 空间 ,但 指 
明 举 标 常常 使 问题 变 为 复杂 ?相同 。 


33.9 例 
最 后 我 们 考虑 下 列 五 种 有 趣 的 流 形 { 图 234)， 


BM | Dn 
s 人» 吕 


图 234 三 维 流 形 的 例 闻 
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1) 三 阶 正 交 矩阵 且 行 列 式 为 十 1 的 属 M 一 50(3)。 因为 


M: 的 每 个 矩阵 有 九 个 元 素 ， 对 ,是 空间 共 ' 中 的 一 个 子 集 。 容易 
看 出 这 个 子 集 实际 上 是 一 了 访 形 ， 


日 和 


量 的 集合 M; 一 7,5:。 作为 练习 , 读者 应 当 在 MM， 中 引进 给 分 下 
形 的 结构 (参看 $ 34). 
3) 三 维 射影 空间 M, 一 RP”, 


学 和 昌 昌 曙 和 必 相 


5) 由 方程 对 十 如 十 芝 一 0， | 十 | 上 十 1% 2 所 决 
定 的 空间 有 R 一 “C” 的 子 集 Ms 
* 间 题 1 流 形 MH;，…'; M 中 硅 一 些 是 微分 同 肛 的? 


§34 切 从 。 流 形 上 的 向 量 场 


和 每 一 光滑 流 形 对 一 起 ,存在 另 一 个 与 它 有 关 的 流 形 ( 维 数 为 
不 来 的 两 信 ), 称 为 MM 的 切 从 , 记 为 TM*?， 借助 于 切 以 ,全 部 常 微 
分 方程 理论 能 直接 据 到 流 形 上 去 ， 


34.1 ” 切 空间 
给 定 光滑 流 形 M ,所谓 在 点 x 女 于 对 的 向 量 专 指 的 是 经 过 = 


的 曲线 的 等 价 类 ,二 条 曲线 (图 2357 
7 


pd 
/ip 7 大 DE 
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辕 235 十 问 草 


1 却 共 是 向 基点 的 特殊 捕 彩 更 一 般 的 补 念 是 从 空间 ， 所 有 这 些 概念 在 因 扩 和 分 
析 中 是 基本 的 ?但 我 们 在 此 限于 闭 大 切 从 它们 在 党 玖 分 方程 理论 中 特别 重要 


* 35* 


是 等 价 的 ,车 它们 的 像 
Pr UV, oprn:l—U 

在 任何 地 图 上 是 等 价 的 ， 

注意 : 曲线 的 等 价 概 念 不 依 巾 于 图 册 的 地 图 的 选择 < 风 5 6). 
在 地 图 qg; 上 等 价 意味 着 另外 一 张 地 图 mw 上 的 等 价 , 因 为 从 一 张 地 
图 到 另 一 张 地 玫 的 变换 qi; 是 一 个 微分 同 肥 . 

在 x 切 于 M 的 向 晤 的 集合 有 线性 空间 的 结构 ,而 结构 不 依赖 
于 地 图 的 选择 (网 $ 6), 这 个 线性 空间 称 为 M 在 * 的 切 空 间 , 记 为 
Te THM; 的 维 数 与 4 的 维 数 相同 。 

例 1 设 对 ”是 优 射 空间 R* (图 236) 的 一 个 子 流 形 ， 于 是 
7Mz 能 想像 为 在 R" 中 一 个 通过 x 的 4 维 平面 


ITM, rg 


34.2 其 以 
考虑 流 形 MM 在 所 有 点 *E M 的 切 空 间 的 并 集 
TM 一 人 TM,. 


至 下 和 


于 是 TM 有 光滑 流 形 的 自然 结构 ， 


事实 上 ,在 流 形 好 上 考 典 任何 一 张 地 图 , 设 【sy …， 如) WFD CR* (图 
237) 是 在 点 * 的 分 域外 中 说 明 这 张 地 图 的 局 部 坐标 。 在 点 * 闵 切 于 对 的 
每 一 向 最 点 是 由 所 指出 的 局 部 坐标 中 的 分 年 专 1s re 所 决定 ， 事实 上 ， 如 


= 全 村 晤 = 


图 ?237 切 向 量 的 坐标 


7: 了 T+ M 是 一 条 在 时 刻 4 方 半 为 吉 的 经 过 < 的 曲线 , 则 
了 一 站 1， wT). 


因此 在 区 域 所 中 的 一 点 上 区 于 戏 的 往 一 向量 才 由 35 个 数 xx 二 
所 决定 , 前 一 个 为 “ 切 点 "xz 的 坐标 ,后 个 为 "分 粳 ”5;。 这 时 给 出 集合 TM 
的 部 分 地 图 : 
$B: TWARE, PEE) oe Cr gy Ly 1 Sa). 

和 M 的 图 册 的 不 同 地 图 对 应 的 TM 的 不 同 地 图 是 相 容 的 “如果 轩 是 促 
类 , 刚 它 为 0" 关 ). 事 实 上 , 设 7,…s 是 M 上 另 一 局 部 坐标 系 , 设 也 ，…s 加 
是 一 向 赣 在 这 坐标 系 中 分 量 ; 于 是 
入 一 Pity oy ns WF 一 > oe ty (i 1 r) 


是 x; 和 专 的 光滑 除数 。 这 样 对 的 所 有 切 向 盖 集 合 TM 获得 一 个 如 维 的 光 
证 课 形 结构 . 

定义 ” 流 形 TM 称 为 流 形 M 的 切 从 (空间 )。 

存在 自然 的 肤 射 f; M 一 了 M( 零 截面) 和 p; TM 一 M《 投 
影 ), 使 得 iCx) 是 了 M- 的 零 向 量 和 pC) 是 这 样 的 点 ,在 此 点 上 专 


切 于 M( 图 238)。 
7 
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图 238 茹 太 
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问题 1 证 明 映 射 ;和 上 是 可 被 的 ; i 是 对 岗 到 下村) 上 的 微分 同 用 以 
及 poi: MN 一 4 是 恒 等 映 射 ， 

在 歧 射 p:TM 一 M 下 的 点 xEi 邓 的 原 像 称 为 从 了 if 的 纤维 ， 
每 一 根 纤维 有 线性 空间 的 结构 ,集合 M 称 为 从 TM 的 底 宰 间 ， 


34.3 ”关于 可 平行 化 的 注 


仿 射 空间 及” 的 切 从 或 一 区 城 了 CC R" 的 功 从 有 直 积 的 结 构 
TV 一 UX R". 事实 上 : 世 的 切 向 量 能 被 一 偶 (xy， 的 所 指定 , 此 
处 zef 点 是 线性 空间 R" 的 向 量 , 及" 与 了 TU, 存在 一 线性 同 构 映 
射 (图 239)。 这 能 用 仿 射 空间 是 可 乎 行 化 的 不 同 阅 靶 表示 ，, 即 定 
义 了 在 区 域 品 CR" 中 不 同 的 点 * 和 ?的 切 向 量 的 相等 。 


图 239 可 平行 化 和 不 可 平行 化 流 形 


访 形 好 上 的 切 从 不 一 定 是 直 积 ， 一 般 地 说 ， 我 们 不 能 给 出 对 
“ 贴 " 在 MM 上 的 不 同 点 的 向 量 相 等 的 合理 定义 (图 239)}， 此 处 情况 
与 默 比 岛 斯 (M6bius) 带 一 样 (图 2407， 默 比 乌 斯 带 是 以 一 个 圆 作 
为 它 的 底 空 间 和 直线 作为 它 的 纤维 的 切 共 ， 但 歌 比 乌 斯 带 不 是 略 


FS 
4 于 


图 240 丰 基 让 积 的 点 


定义 ” 流 形 M 称 为 平行 化 , 若 它 的 切 从 可 表示 为 直 积 , 即 若 
把 Ti 线性 地 映 人 * x 及 " 的 微分 同 胚 是 给 定 的 , 流 形 称 为 可 平 


"5 


行 化 的 , 若 它 能 够 平行 化 . 
例 1 欧 几 里 得 空间 中 任何 区 域 是 自然 地 平行 化 的 . 
向 是 1 证 明 环 面 T" 是 可 平行 化 的 ;但 默 比 乌 斯 还 不 可 平行 化 


| 


例如 、， 这 意味 着 刺 独 的 刺 不 能 梳 齐 的 : 刺 儿 至少 有 一 根 刺 牌 


直 于 曲面 (图 241)。 


图 241 刺 独 定理 


读者 解决 了 833.9 末 的 问题 后 ,将 容易 证 明 果 不 可 平行 化 ( 提 
示 : 及 P 闫 2 x 9， 的 平行 化 是 显然 的 ， 而 言 的 平行 化 是 一 
个 有 启发 尾 的 习题 (提示 ; 台 是 一 个 群 , 正 是 模 为 1 的 四 元 群 ), 上 
述 定 理 的 完整 证 明 要 求 对 邱 扩 的 课题 有 较 深 的 了 和 解 ;事实 上 ,此 定 
理 只 是 在 最 近 才 被 证 明 . 

分 析 学 家 倾向 于 将 所 有 的 从 都 看 作 直 积 ; 且 将 所 有 的 流 形 都 
认为 平行 化 的 ,这 个 错误 应 该 避免 。 


34.4 ” 切 映 射 
设 1; 诸 一 NN 是 一 流 形 M 上 旺 人 另 一 流 形 的 光滑 申 射 【图 
242); 设 frx 记 为 切 空 间 的 诱导 映射 ,这 上 肌 射 C 一 jn1;) 在 $65.3 是 


定 尺 过 的 ; 它 是 一 个 线性 空间 有 鼎 大 另 一 个 族 性 空间 的 线性 觅 射 : 
fe: TM TN. C1) 


图 242 在 点 * 有 鼎 射 了 的 导数 


-= 5 * 


设 点 * 在 MM 上 变化 ,于 是 (1) 定 义 了 一 个 以 的 团 从 驳 入 NN 的 切 从 的 
映射 
ie: TM TN, fs [rms m= fxr 
这 个 爱 射 是 可 微 的 (为 什么 ?) ,并 且 TM 的 纤维 线性 地 贞 人 IN 的 
纤维 (图 243)， 
这 映射 fx 称 为 地 的 切 映 射 (也 可 以 用 记号 了 1:TaM -> TN). 


re 
”WAY 


图 2 和 9” 贸 映 身 


问题 1 设 1:M—=N 和 8 :一 丰 是 具有 复合 映射 81; MK 的 光滑 映射， 
证 明 : 《gof yu 二 8a°fws 


JN- 


Mp 


承 语 评注 : 在 分 析 中 这 个 公式 称 为 复合 函数 的 党 分 法 则 ,而 在 代数 中 它 
称 为 过 渡 到 切 映射 的 ( 协 变 ) 卫 于 ， 
34.5 向 量 场 
设 M 是 CC™' 类 ) 具 有 切 从 TM 的 光 谓 流 形 (图 244). 
定义 ”所 谓 在 M 上 (Cr' 类 ) 的 向 量 场 v? 措 的 是 (C" 类 ?光滑 
1) 也 用 切 从 的 葵 面 这 个 术 话 。 


+ 6 


A 


* 
启 244 一 个 商 获 场 


映射 7: M -> TM ，, 它 使 得 映射 ps: M -> M 是 恒 等 映 射 呈 或 等 
价 于 使 图 解 


是 可 交换 的 ,好 PCv(o) 一 Y。 

注 ”如 果 以 是 具有 坐标 yy ws 的 空间 及 * 的 区 域 ,这 个 定 
义 与 老 的 定义 忆 1.4) 是 一 臻 的， 然而 ,现在 的 定义 不 包含 特殊 的 
上 坐标 系 ， 

俩 ”考虑 球面 喇 在 轴 SN 的 周围 通过 角度 上 的 旋转 族 中 《图 
245), 在 此 旋转 下 , 球面 上 的 每 一 点 ze 下面 出 了 一 条 蝎 线 《纬度 
的 平行 线 ), 此 点 有 速度 

a 


Wor) | gr TS, 
tr li 


秒 345 -个 速 府 场 
* 261 * 


这 时 给 出 了 有 瞎 射 了 : 5 习 了 5 朋 淹 地 ,此 处 pey 一 刁 即 了 是 在 9 
上 的 向 量 场 . 

一 般 地 说 , 流 形 MW 的 单 参数 粕 分 同 胚 群 六: M 一 对 产生 一 个 
M 上 相 速 度 的 向 量 场 ,与 $1.4 正好 相同 。 常 微分 方程 ( 非 线性 ) 的 
全 部 局 部 理论 可 以 直接 搬 到 流 形 上 上 ， 因 为 我 们 始终 小 心地 保 折 着 
我 们 的 基本 概念 不 依赖 于 坐标 系 ( 见 $ 67。 特别 :关于 向 量 往 的 直 
化 的 基本 局 部 定理 ;关于 存在 、 唯一 , 连续 镍 以 及 对 初 值 的 可 敏 性 
的 局 部 定理 都 可 据 到 流 形 上 。 流 形 的 特殊 的 特征 仅 在 考虑 非 局 部 
问题 时 才 藉 人 注意 ， 这 些 间 题 的 最 简单 情形 和 和 解 的 存在 性 或 和 只 
有 给 定 的 相 速 度 场 的 相 流 的 存在 性 有 关 ， 


$35 ”由 向 量 场 决定 的 相 流 


下 面 所 证 上 明 的 定理 是 微分 方程 定性 理论 中 最 简单 的 定理 ， 在 
给 定 的 条 件 下 要 求 了 解 微分 方程 的 解 在 无 限时 间 区 间 内 的 性 态 ， 
特别 ， 这 定理 列 合 著 在 大 范围 内 ( 即 在 任意 一 个 有 限时 间 区 间 内 》 
解 对 初始 条 件 的 连续 性 和 可 微 姓 。 这 个 定理 用 来 构造 牧 分 同 且 技 
巧 的 模型 也 是 有 用 的 ， 举 例 说 , 我 们 能 用 这 定理 证 明 : ”每 个 闭 流 
形 , 若 其 上 有 只 带 两 个 次 界 点 的 光 背 裔 数 , 则 与 球面 同性 . 


35.1 定理 


和 和 


村 


特别 ,在 定理 或 推论 1 的 条 件 下 我 们 有 


"202 * 


推论 2 ”向 分 方程 
Rx) xEM {2) 


Tir) 


#7 


图 2 是 ”在 紧 致 集 赤 外 等 于 零 的 向 量 场 


注 紧 臻 性 条 件 不 能 去 掉 。 
请 1 如 和 一 RR, 六 = 网 $3.5) 这 和 解 不 能 无 限 地 赴 拓 ， 
例 2 WW= {x. Dc<r<l}s = 1. 


我 们 现在 着 手 进行 定理 的 证 明 。 
35.2 关于 小 范 需 上 的 微分 同 还 g' 的 构造 


+ 一 0 时 ) y 的 乱 8 存 夺 、 哗 二 、 可 籁 地 依 玖 于 * 和》, 卫 海中 条 
件 


py = gay, 
如 果 |s| esls| < 8, | 十 了 | < 到 的 话 ， 
事实 上 :在 某 些 地 圆 上 点 有 一 个 像 , 因 此 对 伪 射 空 沿 中 一 区 域 
上 的 方程 证 明了 我 们 的 断言 0 已 见 第 二 章 和 第 四 章 ). 


17 唯一 性 的 证 明 需 要 一 个 微小 的 附加 理 册 :必须 证 明 具 有 络 定 初始 条 件 的 解 在 
每 一 固定 的 地 图 上 的 唯一 性 莉 仿 葡 东 形 上 的 唯一 性 ， 叭 -一 性 可 能 在 一 不 可 分 
访 形 上 不 成 立 [ 例 如 ， 在 来 自 直线 {z 和 她 } 中 性 有 相等 负 坐 标的 点 和 搜 作 局 一 
点 的 旋 形 上 考虑 方程 二 一 1y 了 = 1)， 热 而 ,如果 流 形 导 是 可 分 的 ; 唱 $57.7 唯 
一 姓 的 证 明 能 够 通过 (可 分 性 用 来 证 虹 解 的 值 BCT)》 和 gsCT) 在 第 一 点 了 的 什 
相 重 合 ;而 在 外 后 它们 不 再 相 人 重合 》， 
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因此 , 紧 致 集 六 是 被 一 些 邻 域 刀 所 履 性 ， 从 这 些 邻 域 中 ,我 们 
能 选取 有 限 材 盖 [Ui}. 设 6; 是 对 应 的 数 8; 且 选取 8&6 一 min 8; > 0， 
则 对 1#| < 我 们 可 以 定义 在 大 范围 内 的 微分 同 胚 8'; M 一 MM， 
使 得 对 天 外 的 x 有 gx 一 x, 且 gg 一 gg 9 如果], 车 下 声 
5 的话、 事实 上 ,虽然 方程 (2) 具 有 初始 条 件 x*( 当 + 二 0 时) 用 不 
同 的 地 图 定义 的 解 是 先 验 地 不 同 的 , 但 是 由 于 so 的 选取 和 局 部 唯 
一 性 定理 , 当 1 < so 时 它们 是 重合 的 。 此 外 ,由 于 局 部 可 徽 性 定 
理 , 点 gx 可 微 地 依赖 于 : 各 x, 又 因 g'g 一 上, 快 射 :MM 一 计 
是 微分 同 且 ， 同 时 也 注意 到 

| sr 一 了 CD。 (G) 


35.3 ”关于 任意 了 革 的 8: 的 构造 


设 + 表示 为 (neof2) 士 r 的 形式 ,此 处 = 是 整数 ,0 所 < 2 


《这 个 表示 式 存在 且 唯 一 )。 微分 同 胚 ge 中 和 gr 已 有 定 闵 。 写 出 
2 = 《8g*9)"g', 我 们 得 出 诸 映 到 直上 的 微分 同 有 蚂 。 对 | < 8012 
新 定义 与 $ 35.2 的 定义 一 致 ,因此 (3 保持 有 效 。 琵 外 ,容易 看 出 ， 
对 任意 ?和 + 上 有 
8 一 《4) 
事实 上 ， 设 
4 一 (一 人 +g :+ tk tt, 
于 是 (4) 的 左边 各 边 成 为 C90 er 和 《emmam)er 有 两 种 可 能 情形 
1D mn p+ eer; 
2) 澡 寺 一 外 一 1， P+e=rt+ 字 . 
因为 [P|] /2, 14| 达 负 /2，、 微分 同 生 a 82 到 2 可 交换 .。 这 意味 着 (4) 在 
第 一 种 和 第 二 种 情形 都 对 


(eve = me 因为 lplslels rl< 各 +4 一 时 + 


我 们 还 必须 证 明 点 gx 可 微 地 依赖 于 * 和 zx。 例如 可 以 从 下 
。 264 = 


面 的 事实 得 出 ， 影 一 Cg) 而 由 于 335.2 g** 对 充分 大 NN 可 微 
地 依赖 : 和 >。 

因此 ,{8'} 是 流 形 好 上 的 单 参 数 微分 同 胚 群 ,有 旦 是 相 速 度 场 
的 对 应 玉 。 现 在 完成 了 $ 35.1 的 定 吾 的 证 骨 。 0 


35.4 注 


刘 和 时 和 


j 
二 一 EM, :ER 


畦 别 , 这 说 明 为 什么 我 们 能 无 限 地 延 拓 线性 方程 
VR) oo Al, ER, xER" C5) 
的 解 ， 事 实 上 , 我 们 把 R" 看 作 射 影 空 间 民 P” 的 仿 射 部 分 ， 此 处 
RP” 从 它 的 仿 射 部 分 与 在 无 穷 远 平 面 连接 得 到 
RP* 一 R* UU RP 
设 Y 是 一 个 在 R* 中 的 线性 应 量 场 ， 所 以 v(x) 一 4x3， 然后 我 们 
容易 证 明 干 面 的 引 理 。 


国生 和 


特别 ,《 对 每 个 人 ) 设 我 们 延 拓 由 (C5) 决定 的 志 YO 为 在 RP” 中 

场 V(2)，、 考 虑 方程 
T= vr,1), TERP", :eR. co) 
因为 射影 空间 是 紧 致 的 ，(5) 的 每 一 个 解 能 被 无 限 地 延 拓 (图 
247)。 开始 属于 RP= :的 解 常 党 停 留 在 RR 中 ,这 是 因为 篇 王 


图 247 线 竹 向 量 场 到 射影 空间 上 的 延 拓 


是 切 于 RP*"'!。 由 于 唯一 件 定 至 ,初始 条 件 在 R" 的 方程 的 解 对 所 
有 上 + 仍 留 在 R* 中 , 但 是 方程 (6) 在 R” 中 的 形式 为 (5)。 于 是 
《5) 的 每 一 个 解 能 被 无 限 地 延 拓 . 

问题 ”正明 这 个 5 引 理 . 

解 一 设 xz, -xs 是 在 RP" 中 的 仿 射 坐标 ;yy -sys 是 使 


x 2 


的 另外 的 仿 射 坐标 。 则 RP" :的 方程 在 新 坐标 中 正好 是 y= 0， 
微分 方程 (5) 


drs ， 
— QiiTiy f= 1,**+*,# 


dt j=1 
在 新 坐标 中 取 形 式 (图 248) 


-4 ma Yl (on 于 >) sty) 
ds > 


-2 ~ du 十 2) GRP (ont > suyi), 六 iT。 
二 i>1 J>1 


图 249 在 无 旁 运 平面 附近 的 场 的 延 拓 竹 态 


从 这 些 对 六 和 关 0 成 立 的 公式 ,怎样 完成 场 在 畴 一 0 处 定义 是 清楚 
和 的， 对 y. 一 0 我们 得 出 地/ 下 一 0， 所 局 证 明了 引 理 . 

解 二 ”一 仿 射 变 痪 可 也 看 作 保 持 无 穷 远 平面 (但 不 是 它 的 点) 
不 动 的 射影 变换 。， 特别 、 线 性 变换 e4 可 以 延 丘 为 保持 无 窍 远 平 
面 不 动 的 射影 空间 的 微分 同 胚 ,这 些微 分 同 凸 组 成 单 参数 群 。 而 
以 Y” 作 为 它 的 祖 速 度 场 。 
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$36 向 量 场 奇 点 的 指数 


现在 ,我 们 在 微分 方程 研究 中 考虑 少量 简单 的 拓扑 应 用 。 


36.1 曲线 的 指数 


我 们 从 菏 些 直观 研究 开始 ， 而 它们 不 和 久 将 用 严格 的 定义 和 证 
上 明 记 代替 ( 见 $ 36.6)， 

考虑 在 一 个 定向 欧 几 里 得 平面 中 指定 的 向 量 场 。 设 在 此 平面 
二 我 们 给 出 一 条 定向 于 曲线 ,此 曲线 不 经 过 这 个 场 的 任何 音 点 (图 
249)。 又 设 一 动 点 以 正方 向 治 这 条 曲线 走 一 图 。 则 当 点 弹 曲 线 运 
动 时 , 癌 题 中 该 点 处 的 场 条 重 就 在 连续 转动 >、 当 这 点 沿 师 线 运 动 
后 又 向 到 它 的 原来 位 置 时 , 册 量 也 回 和 到 它 的 原来 位 置 ,但 是 作 这 样 
运动 时 , 向 量 可 能 在 一 个 方向 或 另 一 个 方向 作 多 次 旋转 。 场 向 量 
通过 曲线 一 次 所 作 的 转动 次 数 称 为 曲线 的 指数 。 此 处 如 果 人 向 量 在 
平面 的 定 庙 (从 第 一 个 基 回 量 到 第 二 个 基 庙 量 的 旋转 方向 ) 所 指定 
的 方向 转动 , 则 转动 数 取 正 号 ,否则 取 负 号 。 


Bh 


7 
a 


天 


图 249 上 糊 线 指数 为 


例 1 图 259 的 a,8,Y,5 曲线 的 指数 分 别 为 1,0,2, 一 1。 

例 2 设 0 为 场 的 非 这 点 ， 则 在 位 于 0 的 一 个 充分 小 分 域内 
每 一 条 曲线 的 指 娄 等于零。 事实 上 ， 场 在 的 方向 是 连续 的 , 因 
此 ,譬如 说 ;在 点 0 的 一 个 充分 小 邻 域内 场 的 方向 变化 小 于 /2， 


区 为 了 保留 向 量度 转 的 痕 赤 ， 柄 其 平面 的 自 热 平行 化 ， 认为 所 有 的 向 量 起 源 于 局 
一 个 点 口 是 方便 的 。 
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国 250 其 有 有 不 局 指数 和 的 曲线 


问 关 1 设 我 们 在 除了 点 0 的 平面 民 ?一 上 用 公式 (和 二 
»” 定义 一 个 疝 量 场 , 此 处 # 是 一 个 不 必 为 正 的 整数 。 计 算 曲 线 = 
"eT? 的 指数 ,定向 在 中 增加 的 方向 (平面 是 用 标 架 1, i 定向 的 )， 
答 »， 


36.2 ”指数 的 性 质 和 它们 的 含意 
性 质 1 ”只 要 曲线 不 通过 任何 奇 点 。 在 连续 变形 之 下 闭 曲 线 


和 和 由 时 音 本 申 中 惠 中 和 由 过 恒 


的 指数 不 灾 . 
事实 上 , 场 向 量 的 方向 离开 青 点 而 过 续 改变 。 于 基 旋 转 的 次 
bk 人 是 第 数 , 而 中 是 整数 . 0 


过 和 昌 和 上 本 上 和 音 刘 昌 有 


二 和 


和 和 和 呈 和 虱 


证 明 如 在 D 册 没 有 凋 训 。 出 s 他 不 通过 任何 亲生 闪 连 
续 变 形 , 所 以 在 变形 之 后 ,我 们 得 到 任意 接近 于 DD 内 的 点 0 的 曲线 
《甚至 我 们 能 把 3 变形 为 点 0), 由 此 得 到 的 小 曲线 的 指数 等 于 零 . 


二 这 些 疡 言 的 精确 名 述 和 证 明 需 要 某 些 拓扑 技巧 ， 即 需要 用 同 伦 , 同调 或 某 些 类 
信物 (为 此 我们 将 用 格林 CGreen》 公 式 》。 例 参 网 页 . GeChina 和 N., 玉 . 
Steenrod, First Conccpt of Topology, New York (19667). 

2) 我 们 还 可 以 考虑 更 一 般 情形 , 此 时 记 为 往 单 闭 昌 颖 5 所 界 住 的 任何 平面 区 域 。 
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但 这 指数 在 变形 之 下 不 变 , 因 此 原来 的 指数 必然 等 于 零 , 这 与 假设 
矛盾 . [0 
向 是 1 证 明 微 分 方程 组 # 一 二 十 Pr 一 十 和 #38) 至少 有 一 
个 平衡 位 置 , 此 处 F 和 2 在 全 平面 上 是 有 界 、 光 潭 法 数 ， 
定理 2( 代 数 基本 定理 ) “每 个 方程 
in 于 as 十 《1 
首先 我 们 证 明 下 列 的 引 理 . 
$ 吏 ” 谍 * 果 所 训 生 = 于 机 上 的 ,由 人 未 
vr) 
给 出 的 向 量 场 ,因此 v 的 奇 点 正好 是 方程 (1) 的 根 , 则 在 一 个 半径 


证 明 事实 上 公式 
Vs) 2 1 
定 兴 了 一 个 从 原来 的 场 到 场 x” 的 连续 变形 。 如果 
rr 十 al 十 -于 |a|， 

则 | 因此 在 变形 的 全 部 过 程 中 ,半径 
为 了 的 融 上 没有 奇 点 。 从 性 质 2 礁 出 ， 这 个 加 的 指数 在 原来 场 中 
和 在 场 s" 中 是 相同 的 ， 而 在 场 * 中 指数 等 于 m， 0 

定理 2 的 证 明 设 + 同 引 理 证 明 中 一 样 。 则 由 于 定理 1 和 引 
理 , 至 少 存在 向 量 场 的 一 个 奇 点 ,; 即 方程 (1) 至 少 有 一 个 根 在 半径 
为 r 的 贺 盘 内 。 


证 明 我 人 和 国 禾 的 平面 了 是 原点 在 加 是 中 心 的 线性 空间 
(图 251)。 映射 4 的 不 动 点 正好 是 向 量 场 w(x) 一 f(x) 一 x 的 奇 
点 。 如 果 在 局 内 不 存在 奇 点 ， 则 在 形成 马 的 边界 的 莒 局 上 也 决 不 
存在 奇 点 。 这 个 圆 在 场 中 有 指数 为 1。 事实 上 , 在 在 一 个 从 原 
12 此 姓 我 们 用 车 闻 .1 问题 中 同 料 的 定向 . 
2z7 这 定理 对 任何 过 续 映射 都 对 ,但 此 处 我 们 侣 在 光滑 下 设 下 证 明了 这 个 定理 ， 
260 + 


图 251 痛 盘 到 它 自身 的 腕 圭 


来 的 场 到 场 一 * 的 连续 变形 。 使 得 在 整个 变形 过 程 中 (举例 说 ,我 
们 仅 损 要 党 合 vx) 一 :fF) 一 天 : 窑 1 呈 在 加 上 没有 奇 点 ， 
因此 这 圆 在 场 W 一 一 x 和 在 场 m 一 Y 中 有 同样 的 指数 。 但 简单 
直接 的 计算 表明 , 圆 1xzl 一 > 在 场 一 x 中 指数 等 于 1. 为 了 完成 这 
证 明 , 我 们 再 用 定理 1 推导 出 在 和 饭 中 至 少 有 一 个 奇 点 , 即 在 玖 表 
内 跨 射 f 至 少 有 一 个 不 动 点 ，。 0 


36.3 查 点 的 指数 


设 D 是 平面 上 向 量 场 的 孤立 青 点 ， 即 设 在 的 某 一 邻 域内 没 
有 其 他 森 点 。 考 惑 一 圆心 在 半径 充分 小 的 副 。 设 这 平面 是 定向 
的 和 贺 的 方向 是 正 的 ( 像 在 36.1 中 一 样 ). 


和 


证 明 任何 两 个 这 样 的 圆 能 不 通过 背 点 从 其 中 一 个 连续 地 变 


形 到 另外 一 个 . 0 

注意 ， 代 普 一 个 加 我 们 也 能 选取 在 正方 向 绕 点 0 一 次 的 任何 
其 他 曲线 ， 

定义 ”任何 (因此 每 一 个 ) 贺 心 在 向 重 场 孤立 青 点 的 充分 小 的 
正定 向 的 圆 的 指数 称 为 奇 点 的 指数 

例 ， 设 疝 点 是 一 个 结 点 ,和 鞍点 或 焦点 (或 中 心 ), 则 奇 点 的 指数 
分 别 为 十 1, 一 1, 或 二 1 (图 252)， 


向 量 场 的 奇 点 称 为 简单 的 、 若 场 在 这 点 的 线性 部 分 的 算 子 是 
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图 2 和 2 简单 何 点 的 扒 数 等 于 土 1 


非 退 北 的 。 在 平面 上 奇 点 的 分 类 由 结 后 、 鞍点 、 念 太 和 中 心 组 成 。 
因此 这 些 青 成 的 指数 通 淮 为 土 1, 

问题 1 构造 具有 指数 # 的 交点 的 向 量 场 ， 

提示 ”例如 网 536.1 的 问题 . 

问题 2 证明 剖 点 的 指数 不 依 御 于 平面 定向 的 选取 . 

提示 “在 改变 定向 的 同时 改变 在 加 所 上 运行 的 正方 向 和 计算 旋转 数 的 
正方 向 。 


36.4 用 奇 点 的 指数 表示 曲线 的 指数 


设 刀 是 在 一 个 定向 平面 上 以 一 条 简单 曲线 3 为 边界 的 紧 致 区 
城 * 假 定 3 有 刀 的 边界 的 标准 定向 , 邑 根 定 观 察 者 沿 S 的 正方 向 经 
过 3 时 , 忆 在 观察 者 的 左 方 。 这 章 味 着 平面 的 正方 向 是 由 沿 3 的 
速度 向 量 和 指向 刀 内 的 法 人 向量 所 组 成 的 二 面 角 给 定 . 

现在 我 们 假设 在 平面 上 给 一 向 量 场 , 它 在 曲线 5 上 没有 奇 点 
且 在 区 域 忆 内 具有 有 限 个 奇 点 。 


时 辐 时 是 昌 有 过 音 惠 


是 首先 簿 过 7 然后 经 过 久 而 得 到 的 新 的 定向 曲线 ， 邮 7 十 7 的 
天 等 于 7 和 7 指数 的 和 
证 明 场 向 重围 绕 光 转 周 , 而 围绕 7; 再 转 w 周 , 因此 总 
计 转 内 十 为 周 . 
定理 的 证 明 ”我 们 把 加 分 解 为 部 分 区 域 D;, 使 得 在 每 一 部 分 
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区 域内 不 多 于 一 个 坷 点 (图 253), 且 在 部 分 区 域 的 边界 上 痢 不 存 
在 奇 点 。 此 外 ,我们 约定 每 个 部 分 区 域 D; 的 边界 7; 的 方 同 与 过 
界 的 方 疝 粗 适 合 ( 图 253).。 于 是 , 由 引 理 ， 


ind Dri— ind§ + 3, ind6;, 
i 1 


图 ?253 地 线 5 的 指数 等 于 曲线 7 和 7 指数 之 和 


此 处 闭 曲 线 六 是 由 位 于 五 内 的 Di 的 一 部 分 边界 组 成 ， 且 它 在 相 
有 反方 同 经 过 两 次 .因为 5; 能 不 通过 奇 点 而 收缩 成 一 点 ( 轴 $5 36.2)， 
所 以 每 一 条 则 线 5 的 指数 等 于 零 ， 曲线 六 的 指数 等 于 由 六 围绕 
的 奇 点 的 指数 (或 为 零 * 如 果 这 个 区 域 D; 由 不 包含 奇 点 的 7; 围 樟 
而 成 的 话 ). UD 

问题 1 设 pt*) 是 一 复 变 量 > 的” 阶 多 项 式 , 设 D 基 在 = 平面 上 以 曲线 
5 为 边界 的 区 球 。 候 设 多 项 式 在 5 上 设 有 有 堆 点 ,证明 多 项 式 在 内 的 零点 个 
数 (把 重 数 计算 在 内 ) 等 于 曲线 5 在 场 ¥ = f(s) 的 指数 ， 即 是 国 绩 原点 的 则 
线 失 5) 的 旋转 到 (缠绕 数 ). 

评注 这 里 给 出 解 623.4 罗斯 - 稚 尔 维 攻 何 题 的 方法 : 求 已 知 多 项 式 在 


划 和 日 委 硬 只 占 


夺 于 平面 的 零点 数 a_. 为 此 ,我 们 在 左 平平 面 震感 半径 充 分 大 ;中 心 在 * 一 
0, 直 径 法 着 庶 相 的 半圆 航 ， 在 左 半 平面 零点 数 等 于 半 曙 得 边 界 5 的 指数 (各 
果 半 径 是 足够 大 , 且 多 项 式 无 纯 咸 零点 )。 为 了 计算 曲线 5 的 指数 ,我 们 只 各 


求 虚 轴 《 方 向 从 一 到 + 让 的 像 绕 原点 的 旋转 束 "。 事 实 上 ， 容易 证 明 
tidy 二 ， 
2 
闵 为 在 肌 射 于 充分 大 平 径 的 半圆 的 像 国 绕 原点 近似 地 作 nf2 次 族 转 (半径 
越 大 , 越 接近 5/2). 


和 和 和 


"2 


灰 化 时 , 章 1( 六 ) 图 绵 原点 */2 次 ( 存 信 上 到 方 南 )。 


36.5 ”球面 上 奇 点 的 措 数 和 

* 问题 1 证 明 平 面 上 向 最 场 的 奇 志 的 指数 在 微分 同 蚂 下 是 
个 不 变量 ， 

四 此 指数 是 不 依 来 于 坐标 系 的 几何 贩 念 。 这 个 事实 使 我 们 不 
仅 能 在 平面 上 , 而 且 也 能 在 任何 二 维度 形 上 定义 奇 点 的 指数 。 事 
实 上 ,我 们 仅 需 在 任何 一 张 地 路 上 考虑 奇 点 的 指数 ,然后 在 其 他 地 
图 上 指数 将 是 相同 的 ， 

例 1 在 三 维 欧 几时 得 空间 中 考虑 球面 x 十 十 一 1. 力 
绩 s 轴 (一 》，y 一 一 x，# 一 0) 旋转 速度 的 阿 量 场 有 两 个 奇 点 ， 
它们 在 北极 和 南极 (图 254), 每 一 个 指数 为 十 1。 


vy 


~, 
图 254 “球面 向 量 通 , 它 存 酚 个 指数 为 硅 的 奇 点 


假定 在 球面 上 我 们 给 出 一 个 只 有 夭 立 奇 点 的 向 量 场 。 因 为 球 
面 是 紧 致 的 ,于 基 仅 存在 有 限 个 这 样 的 点 ， 


[| 


证 朋 的 思想 考虑 球面 的 一 张 地 图 ， 此 地 图 除了 一 点 外 全 益 
整个 球面 ， 这 一 点 我 们 称 之 为 极点 。 然 后 考虑 在 这 张 地 图 的 欧 几 
里 得 平面 上 基 向 量 。 的 场 , 且 把 这 场 搬 到 球面 上 , 这 就 在 球面 上 
给 出 我 们 继续 以 e 定义 的 场 (除了 极点 外 都 有 定义 ). 

现在 考虑 极点 的 邻 域内 的 地 图 。 在 这 张 地 图 的 平面 上 我 们 也 
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能 画 出 在 蒜 面 上 的 向 量 场 @&， 它 除 了 一 点 口外 是 确定 的 。 这 个 场 
的 形状 已 在 图 255 上 指出 . 


等 于 2. 
证 明 我 们 仅 需 清楚 地 实现 以 上 描述 过 的 运算 ,例如 ,选取 二 
张 地 图 , 即 沈 择 在 球 极 平面 投影 下 球面 的 地 图 (图 222)。 于 是 在 
第 一 张 地 面 上 的 平行 线 变 成 在 图 255 上 第 二 张 地 图 上 的 圆 ， 在 第 
二 张 地 图 上 指数 等 于 2 是 显然 的 ， 0 


图 255 在 球面 的 一 张 地 图 上 平行 的 向 量 场 ely 
频 男 在 另 一 张 地 图 上 


极点 ， 于 是 这 场 的 所 有 奇 点 在 这 极点 的 相 补 地 图 上 有 像 。 场 的 所 
有 奇 点 指数 之 和 等 于 这 张 地 图 平面 上 半径 充分 大 的 圆 的 指数 《由 
于 定理 36. 和 4)， 我 们 现在 把 这 个 甫 搬 到 球面 ,然后 从 球面 搬 到 极点 
的 邻 域 的 地 图 上 ,因为 这 极点 是 场 的 常 点 ,所 以 在 后 面 的 一 张 地 图 
上 产生 的 圆 在 考虑 的 场 中 有 指数 为 零 。 在 新 地 图 上 , 我 们 能 解释 
在 第 一 张 地 图 上 疯 的 指数 是 “ 场 w 相 对 于 场 ma" 在 围绕 圆 一 次 的 旋 
转 数 。 这 个 数 等 于 十 2、 因 为 当 我 们 在 新 地 图 上 以 第 一 张 地 图 的 
正方 向 在 围绕 0 点 的 圆 届 届 围 移动 时 ， 在 新 地 图 上 场 。, 的 像 作 
一 2 次 转动 ,而 场 作 零 次 转动 。 [ 

“问题 3 设 疡 5?R: 是 在 球面 上 的 光滑 函数 ， 它 的 所 有 临界 点 者 是 简 
单 的 ( 即 它 的 两 阶 微分 在 每 一 个 府 界 点 上 是 非 退 化 )。 证 明 


No MM 十 1 一 2 
此 处 m; 是 临界 点 的 个 堵 , 它们 的 海 毒 (Hessian ) 托 阵 (6zf/arrawj) 有 “个 负 特 
征 值 : 换 名 话 遂 ， 极 小 点 的 个 数 减 去 鞍点 的 个 数 育 加 上 极 大 点 的 个 数 总 是 等 


+ 


于 2 

举例 说 , 地球 上 山峰 的 总 数 加 上 盆 厚 的 总 数 要 化 俯 口 的 总 数 大 2。 如 果 
我 们 限制 在 一 岛 上 或 一 大 陆 上 , 即 如 果 我 们 考虑 贺 盘 上 的 函数 ， 在 它 的 边界 
上 无 亲 点 ; 则 # 一 mx 十 ms 二 1( 图 256)。 


图 256 在 每 一 岛 上 山峰 数 和 盆地 数 总 和 蜗 比 陵 口 数 大 1 
报 示 “考虑 削 数 f 的 梯度 . 
* 问 题 3 ”证 明 沙拉 多 面体 定理 , 它 断 言 每 个 有 % 个 顶点 ,a 条 边 ,个 


面 的 有 界 凸 多 面体 满足 
ty — tr 十 一 了 

握 示 ee 
关 . TECN 

问题 中 的 数 x 称 为 流 形 上 的 欧 拉 示 性 数 ,例如 ， 我 们 刚才 看 到 球面 的 欧 
拉 示 性 数 区 5*) 等 于 2。 

问题 5 求 环 面 。 纽 结 状 饼 "和 有 ”个 把 手 的 球面 的 欧 拉 示 性 数 〈 轿 
232), 

答 一 2, 2 一 2m。 

“问题 5 把 问题 2 和 问题 3 的 结果 从 球面 推广 到 任何 紧 致 二 维 流 形 上 
去 * 即 证明 


mm 二 


12 加 图 


一 一 译 者 注 
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36.6 ” 较 严 格 的 方法 


我 们 现在 给 出 向 量 场 旋转 数 或 缠 弹 数 严格 的 定义 .。 设 环 是 定 
义 在 平面 (as xi) 的 区 域 上 分 量 为 (zs ea) 和 v(x x3) 的 光滑 
河 量 场 , 此 处 坐标 系 上 13 本 2 决定 一 方向 和 平面 上 的 欧 几 里 得 结构 。 
令 UV" 表示 由 局 除 掉 场 的 奇 点 后 所 得 到 的 区 域 , 设 


yy vix) 
fi: > 5S, f(x) Tc 


是 了 肌 到 加 上 的 贞 射 ， 这 上 献 射 是 光 请 的 (因为 场 的 奇 点 已 排除 )。 
给 出 任何 一 点 x€ 0', 我们 能 在 点 * 的 像 f(x) 的 邻 域内 引进 一 个 
在 回 上 的 角 坐 标 mp. 这 样 给 出 一 个 定义 在 < 的 邻 域 上 光滑 的 实 函 
数 Px x2), 计算 名 的 全 微分 , 当 上 天 0 时 我 们 得 到 


-一 pa 
dp ed Atctan Mo 200 一 polta (2) 
于 Wi vi v3 


(2) 的 左边 和 右边 当 v 一 0 而 w 产 0 时 也 相等 。 这 样 盟 然 函数 ? 
仅 局 部 地 和 仅 在 2x 整数 售 内 有 定义 ,但 是 的 微分 是 在 整个 区 域 
U" 中 完全 确定 的 光滑 的 微分 形式 。 我 们 把 这 个 形式 表示 为 dy. 


(2) 沿 7 了 的 积分 除 以 2=: 
indy = 闫 f dq, (3) 


我 们 现在 能 给 出 在 上 曾 出 现 徇 各 个 定理 的 严格 证 明 。 饮 如 定 
理 36.4 的 正明 如 下 : 

证 明 ” 设 刀 是 边界 为 的 区 域 ， 在 它 的 内 部 给 出 的 场 只 有 
有 限 个 奇 点 。 设 D' 是 从 思 中 除 掉 肖 点 的 小 图 邻 域 后 所 得 到 的 区 
域 。 则 把 方 册 考虑 在 内 的 D’' 的 边界 正好 是 


58D' 一 3 一 全 ,8i， 


虹 处 5; 是 按 正方 向 围绕 第 六 个 党 点 的 贺 ( 图 257)。 把 格林 公式 应 
用 到 区 域 D', 且 应 用 积分 C3), 我们 得 到 
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"一 中 5) 0 or. 
因为 形式 (2) 局 部 地 是 全 微分 , 所 以 左边 部 分 为 零 。 又 因为 定义 
(3), 因 而 有 ind 5 一 Find 5,. 0 
* 向 题 1 证 明 闭 曲线 的 指数 是 整数 . 
“问题 3 冶 出 $36.1~ 一 § 35.3 中 结论 的 完整 证 朋 。 


图 257 上 应 用 格林 公式 的 区 域 
36.7 多 维 情形 


| 


是 把 由 方向 所 决定 的 符号 考 虞 在 内 的 原 像 的 个 数 。 例如 ,图 258 
所 示 的 一 定向 的 岳 曲 线 台 到 男 一 定 应 的 圆 寺 的 贾 射 的 度数 等 于 ?2， 
因为 把 符号 考虑 在 内 点 ?的 原 像 的 个 数 等 于 1 十 1 一 1 十 1 一 2， 


258 映射 的 度数 为 2 


为 了 给 出 一 般 的 定义 :我 们 按 于 列 方式 进行 、 误 大 MT 一 Mz 
是 一 个 ”= 维 定向 流 形 了 映 到 另 一 个 如 此 流 形 上 的 光 谓 轴 射 ， 在 原 像 


* 


流 形 上 点 xe MI 称 为 正则 点 ,如 果 在 这 点 = 映射 4 的 导数 是 非 奇 
异 线性 算 子 as: ME 一 了 Mx。 例如 ,在 图 258 中 点 * 是 正则 
的 , 但 点 x’ 非 正 出 . 

定义 ”所 谓 在 正则 点 * 的 映射 f 的 度数 指 的 是 等 于 十 1 或 
一 1 的 数 deg: f, 它 依赖 于 jw: 是 和 否 把 定向 的 空间 了 时 人 给 定 的 
定向 空间 TME 或 里 人 到 向 的 空间 . 

加 题 证 明 维 性 滔 同 构 腕 射 4: 鞭 " 一 及 "的 麻 数 在 所 有 的 点 相等 , 且 等 
于 


degs A 一 sgn det A 一 【一 |) 

此 处 二 -是 算 子 4 带 有 侧 实 部 特征 什 的 个 数 . 

问题 2 在 欧 几 里 得 空间 中 给 出 一 厂 性 自 司 构 蛇 射 4: 区 "一 R 四 公式 
x*) 一 帮 zj7 4 定义 单位 球 到 它 自 身上 的 瞎 射 .水 这 胰 射 在 点 * 的 度数 。 

答 degxf 一 deg 4， 

问题 3 设 六 于 5 ! 是 把 球面 上 每 一 点 腕 入 直径 上 相反 的 点 的 腕 
射 . 河 F 在 点 * 的 瞎 庙 麻 为 多 少 ? 

答 dcgxf = (一 1》. 

问题 4 设 4:C 0 是 一 蕊 线性 自 同 构 胰 射 . 求 它 的 实 化 "4 的 度数 ， 

管 十 1。 

现在 考虑 像 流 形 M? 上 的 任何 点 y，。 点 ye M4 是 称 为 映射 
的 正则 值 ,如 果 它 的 全 部 原 像 的 所 有 点 广 乡 是 正则 的 。 例 如 图 258 
中 点 是 正则 信 ， 但 点 7 不 是 ， 


和 和 昌 和 血 各 结 


和 由 和 时 中 
者 者 看 看 村 二 村 和 和 村 相 在 本 尝 


这 定理 的 证 朋 十 分 复杂 ,可 以 在 拓扑 学 的 文献 中 找到 ?， 
注 1 实际 上 流 形 M* 上 几乎 所 有 点 是 正则 值 , 即 非 正 则 值 组 
成 一 个 零 测度 集合 。 


DD) 现 HT Levine, Singularitics of Differentiable Mapyings, iath。 Inst 
Univ., Bonn C1939Y, $6.3. 
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注 2 紧 致 性 条 件 不 仅 对 定理 的 第 二 个 结论 是 本 质 的 ， 对 第 
三 个 结论 也 是 本 质 的 (例如 ,考虑 整个 实 轴 中 负 实 划 的 嵌 人 )。 

注 3 原 像 中 的 点 数 ( 不 管 符号 ) 对 不 同 的 正则 信 可 以 是 未 同 
的 (例如 ;在 图 238 中 > 值 有 四 个 这 样 的 点 :和 而 六 只 有 两 个 )。 

定义 ”所谓 映 射 4 的 度数 指 的 是 在 f 的 正则 值 的 厌 像 的 所 有 
点 上 了 的 度数 之 和 | 


degf— D2, dcgzj。 
sel 1y 

问题 5 求 由 公式 二 #2) = "， #9 一 0, 土 1; 土 2，，，* 决 定 的 把 加 ]*| 一 1 
映 到 自 汶 上 的 映射 的 度数 。 

答 ”=- 

问题 5 求 由 公式 玫 *) 一 4714 决定 的 把 欧 几 里 得 空间 天 中 的 单位 
球 映 到 自身 上 的 映射 的 度数 ,此 处 4: R"—R* 是 非 奇 异 线 性 算 于 。 

depg f = sgn det 4, 

问题 7 有 求 由 公式 

a) fr) 一 ws 

by fig)— gs * 
决定 的 ,把 复 射影 直线 CP! 映 到 自身 上 的 栈 射 度 ， 

答 ay |=[; 

by 一 |=|， 

问题 8 求 由 一 个 # 阶 多 项 式 决定 的 ; 把 复 直 线 CP' 映 到 自 惫 上 的 觅 射 
的 度数 。 

“问题 9 设 关 2 一 5 是 异 助 于 区 城 了 中 的 向 县 场 *, 在 536.5 中 构造 
出 的 贾 射 3 7: 5S! 一 VU’ 是 一 闭 曲 线 ,， 又 设 天 一 foY, 5' 一 51。 证 有 明 由 $35.6 中 
定 文 的 > 的 指数 与 5 的 度 孝 一致: 

iad ¥ == deg 8. 
定义 ”所谓 在 包含 点 的 欧 几 里 得 空间 R* 的 区 域 中 确定 的 
向 量 场 的 孤立 奇 点 0 的 指数 指 的 是 与 场 对 应 的 映射 上 的 度数 ， 
则 由 公式 


_ rvix) 
407) 一 wo 


"T+ 


必定 的 ,把 中 心 在 2 半径 为 > 的 小 球 映 到 自身 上 的 缺 射 
下 3 

的 度数 。 

问题 1 证明 : 如 果 场 * 在 奇 点 9 的 线性 部 分 的 算 和 子 vw 有 逆 算 于 > 则 
已 的 指数 等 于 ww 的 度数 ， 

向 是 11 求 在 多 中 的 对 应 于 方程 = 一 < 的 场 的 冀 点 0 的 指数 ， 

答 《一 1 

窟 数 的 概念 允许 我 们 系统 好 阐述 上 面 考虑 的 二 维 定理 的 多 维 

相似 ， 下 以 在 拓扑 学 节 藉 中 找到 ， 


F 和 和 


二 


扶手 示人 性 为 了 计算 Y。 我 们 仅 需 研究 定义 在 流 形 上 任何 微分 
方程 的 奇 点 ， 

问题 12 求 球面 5" 射影 空间 RR 和 环 曾 7 的 铭 拉 示 性 数 . 

答 其 5S) = 2XCRP™D) 二 1 十 (一 i) X(T) 0， 

和 解 ” 在 性 意 维 环 面 上 (例如 见 $24.4) 存 在 无 奇 点 的 葵 分 二 程 ;记忆 

KT) 一 0。 

显 热 ,六 9) 一 2X(RE)、 事 实 上 ,考虑 映射 了 R 5 它 把 球面 了 cc 
R” 上 每 一 点 肌 射 为 该 点 和 坐标 原点 连接 的 直线 ， 由 于 射影 空间 的 每 一 点 
的 原 葡 是 球面 上 一 个 直径 上 相反 的 两 点 ， 因 此 这 映射 #* 是 局 邦 散 分 同 耳 的 . 
所 以 在 RE” 上 每 一 向 量 场 和 奇 点 有 两 次 决定 在 人 * 上 的 场 和 奇 点 。 此 处 在 球 
夯 上 每 一 个 直径 上 相反 的 奇 点 指数 与 在 射影 空间 中 对 应 的 奇 点 的 指数 是 同 
样 的 ， 

为 了 计算 交合 ), 我 们 在 葡 几 里 得 空间 R"t! 中 定 久 一 由 方程 

X22 十 :++ 十 2 一 1 
决定 的 球面 , 且 考 虑 场 *。:5"-*R，。 热 后 我 人 在 球面 上 形成 微分 方程 
red xo, 
且 研 究 它 的 奇 点 (图 259)， 向 最 场 grad m 在 北极 z。 二 工 和 南极 x = 一 上 这 
疯 点 等 于 堆 ， 把 获 分 方程 在 北极 和 南极 的 邻 域 各 自 线 性 化 ,我 们 得 到 
各 一 —é8, ER"= I, 
二 了 3 TER" "= TH. 
因此 北极 有 指数 《一 1》", 南 被 有 指数 《十 1》， 所 雇 X57) = 44+ (一 4》 
= 280 


图 239 球面 上 浅 分 方程 在 痛 点 春 近 稀 强 性 化 


特别 ,由 此 得 出 在 侦 数 维 球面 上 每 一 向 量 场 至 少 有 有 一 奇 成 。 
问题 13 ”在 况 数 维 球面 5*”' 上 构造 无 奇 点 的 向 量 场 。 
提示 ” 考 虚 二 阶 微分 方程 # = 一 *, x*€ RR 


典型 练习 是 
在 全 部 数值 计算 题 中 ,人 允许 10 金 一 20 党 的 误 拳 . 


1, 为 了 在 船坞 上 停 住 一 小 船 , 从 此 小 船上 抛 出 一 绳索 ;然后 把 
此 绳索 绕 在 位 于 船坞 上 的 一 福 上 . 如 果 强 索 绕 柱 三 图 ; 绳索 绕 柱 
的 摩 氛 系 数 是 173; 一 船坞 工人 在 绳索 的 自由 端 用 10 公斤 的 力 拉 
住 组 索 , 癌 小 船上 的 制 动 轧 是 多 少 ? 

2. 考虑 一 单 摆 受 到 常 力矩 作用 时 的 运动 

车 1 十 2sinx, 

试 在 柱 面 上 画 出 单 摆 的 相 曲 线 ; 与 各 种 类 型 的 曲线 对 应 的 单 把 运 
动 是 哪 一 些 ? 

3. 计算 矩 降 4 此 处 4 是 2 阶 或 3 阶 的 已 知 赴 阵 。 

4. 男 出 在 时 间 * 后 系统 

2 

的 相 流 的 轨道 图 形 和 正方 形 |x,| 专 1,|x;| 夺 1 的 像 . 

5, 为 了 了 写 出 序列 1, 1,6,12,29,590,."…(x, a Xr 2 二 
zi x 1) 的 第 一 百 项 , 试 求 所 需要 的 几 个 数字 ， 
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6. 面 出 经 过 点 (1， 0, 07) 的 系统 
Ap 十 3 
的 棚 曲线. 
7. 求 出 使 三 个 函数 sn mr sin Pr，sin 7Y2? 线性 相关 的 所 有 的 
数 z; 2, 7， 
3. 求 熏 满足 初始 条 和 件 
Xi 


在 平面 (x ay 上 进行 小 振动 


EC— 8U » 了 一 1 C5x7 一 Bers 十 Sx2) 
Dx; Zz 


的 点 的 轨道 。 
9. 一 个 100 克 的 水 平 力 ， 持 续 一 秘 印 作用 在 开始 静 下 的 长 为 
1 米 重 为 工 公斤 的 数学 摆 上 ， 求 名 在 力 停 下 作用 后 引起 的 振动 的 
振幅 (以 厘米 计算 》。 
10. 研究 系统 
| ss Xs 
Ea sy 
wy) ~ {2 当 ?Ke 十 1)z， 
0.6 当 (2 Da 2 
此 号 [十 1， 士 2 
零 解 的 李 亚 普 诺 夫 稳定 性 。 
11. 求 出 系统 
二 12， 一 + 十 7 一 25 
的 全 部 奇 点 ;研究 稳定 性 和 决定 每 一 冀 点 的 类 型 ,并 画 出 对 忘 的 要 
山 线 。 
12. 在 环 夯 Cx mod 2x,》 mod 2x) 上 求 由 系统 
ny == Sinxy 十 时 ny 
的 全 部 奇 点 ;研究 稳定 性 和 决定 每 一 奇 点 的 类 型 ,并 画册 对 应 的 核 
有 曲线。 
13, 从 经 验 可 知 , 当 光 线 在 两 个 介质 的 分 界面 上 折射 时 , 由 人 人 
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射 光线 和 折射 光线 与 分 春 面 的 法 线 组 成 的 两 个 角度 的 正弦 和 介质 
的 两 个 折射 率 成 反比 : 
snm ma 
in mh . 

如 果 折 射 率 是 # 一 x(y), 求 出 平面 (+,， 7》 上 光线 的 形状 ; 卫 
究 nty) 一 1/19 的 情形 (具有 这 种 折射 率 的 平面 ?之 0 给 而 了 一 个 
罗 巴 契 夫 斯 菇 几何 的 模型 )， 

14. 在 平面 二 曾 出 具有 折射 率 # 一 wty) 二 六 一 六 十 1 的 ,从 
不 点 的 不 户 方 外 发 岂 的 光线 ， 

评注 这 一 问题 的 解 , 可 以 解 基 海 市 屡 楼 现 萌 ， 在 总 漠 上 空 
气 的 折射 率 在 一 定 的 高 度 有 一 最 大 什 ， 这 是 由 于 在 较 高 的 层 和 较 
你 的 ( 热 的 ) 层 空气 格外 稀薄 ; 折射 率 和 光 的 速度 成 反比 。 在 具有 
最 大 抗 射 率 的 层 附 近 光 线 的 振动 被 解释 为 海 市 硬 楼 现象 . 

用 同一 种 光线 振动 解释 的 另 一 种 现象 是 所 谓 海 祥 中 的 传 音 通 
道 ， 洛 闭 这 一 通道 声音 可 以 传播 几 下 公里 。 这 现象 的 原因 是 温度 
和 压力 的 相互 影响 在 深度 为 500 一 1000 米 处 引起 最 大 折射 率 《 邢 
最 小 声速 ) 层 的 形成 。 传 首 通 道 , 司 如 ， 可 以 用 来 给 出 海味 的 预 
报 。 

15. 利用 克 莱 男 定理 面 出 环 面 上 的 测 地 线 。 克 莱 多 定理 叙述 
如 下 : 洛 闭 旋转 曲面 上 的 每 一 条 测 地 线 ， 由 此 测 地 线 和 子午 线 所 
成 的 角度 的 正 孩 各 到 旋转 轴 的 距离 的 莱 积 是 常数 。 
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